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ВВЕДЕНИЕ 

 

В настоящее время деятельность любой сферы требует от спе-
циалиста применения современных методов работы, понимания на-
учного языка. Анализ информации в условиях ее недостатка и непол-
ноты исходных данных требует знания специальных методов, кото-
рые составляют один из аспектов эконометрики. Большинство новых 
методов основано на эконометрических моделях, которые невозмож-

но освоить без знаний эконометрики и навыков ее практического 
применения. 

Методическое пособие предназначено для студентов, изучаю-

щих начальный курс эконометрики. Изучение этой дисциплины пред-

полагает приобретение студентами опыта построения экономических 
моделей, принятия решения о спецификации и идентификации моде-
ли, выбора метода оценки параметров модели, интерпретации резуль-
татов, получения прогнозных оценок. 

В разделах методического пособия представлены краткие мето-
дические положения: понятия, определения, формулы для расчетов. 
Кроме того, в первом и втором разделах рассмотрены решения наибо-
лее типичных задач по парной и множественной регрессии с исполь-
зованием приведенных формул. Для самостоятельной проработки 

изучаемых разделов в каждом из них приведены условия задач разной 

степени сложности, которые студентам предлагается рассмотреть с 
преподавателем на практических занятиях по данной дисциплине или 

решить самостоятельно. Формулировки приведенных заданий на-
правлены на применение результатов эконометрического анализа. 

В конце пособия приведены основные статистические таблицы, 

необходимые при решении приведенных задач. 
 Цель предлагаемого пособия – помощь в изучении основ дисци-

плины «Эконометрика» по разделам парная и множественная регрес-
сия. 
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РАЗДЕЛ 1. ПАРНАЯ РЕГРЕССИЯ И КОРРЕЛЯЦИЯ 

 

Парная регрессия представляет собой регрессию между двумя 
переменными – y и x, т. е. модель вида: )(ˆ xfy  , где y – зависимая 
переменная (результативный признак); x – независимая, или объяс-
няющая, переменная (признак-фактор). Знак «^» означает, что между 
переменными x и y нет строгой функциональной зависимости, поэто-
му практически в каждом отдельном случае величина y складывается 
из двух слагаемых:  xyy ˆ , где y – фактическое значение результа-
тивного признака; xŷ – теоретическое значение результативного при-

знака, найденное исходя из уравнения регрессии; ε – случайная вели-

чина, характеризующая отклонения реального значения результатив-
ного признака от теоретического, найденного по уравнению регрес-
сии. 

Случайная величина ε называется также возмущением. Она 
включает влияние не учтенных в модели факторов, случайных оши-

бок и особенностей измерения. Ее присутствие в модели порождено 
тремя источниками: спецификацией модели, выборочным характером 

исходных данных, особенностями измерения переменных. 
В парной регрессии выбор вида математической функции 

)(ˆ xfy   может быть осуществлен тремя методами: 

1) графическим; 

2) аналитическим, т.е. исходя из теории изучаемой взаимо-
связи; 

3) экспериментальным. 

Различают линейные и нелинейные регрессии. 

Нелинейные регрессии делятся на два класса: регрессии, нели-

нейные относительно включенных в анализ объясняющих перемен-

ных, но линейные по оцениваемым параметрам, и регрессии, нели-

нейные по оцениваемым параметрам. 

Линейная регрессия:  xbay . 

Регрессии, нелинейные по объясняющим переменным: 

- полиномы разных степеней:  3
3

2
21

xbxbxbay ; 

- равносторонняя гипербола: 
x
b

ay ; 

 Регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам: 

- степенная:  bxay ; 
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- показательная:  xbay ; 

- экспоненциальная:  xbaey . 

При изучении зависимости между двумя признаками графиче-
ский метод подбора вида уравнения регрессии достаточно нагляден. 

Он основан на поле корреляции. Основные типы кривых, используе-
мые при количественной оценке связей, представлены на рис. 1.1: 

 
          линейная;                         полиномы разных степеней; 

 
   гипербола;       степенная;                показательная. 

  

Рис. 1.1 – Основные типы кривых, используемые при количественной 

оценке связей между двумя переменными. 

 

 Класс математических функций для описания связи двух пере-
менных достаточно широк. Кроме уже указанных используются и 

другие типы кривых: 
 

xba
y


 1

;       
x

bxbay
1

21
 ;       xbay lg ; 

2
21

1

xbxba
y


 ;         xb

eb

a
y





2

1
1

;          

2
21

lg xbxbay   
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 Построение уравнения регрессии сводится к оценке ее парамет-
ров. Для оценки параметров исподльзуют метод наименьших квадра-
тов (МНК). МНК позволяет получить такие оценки параметров, при 

которых сумма квадратов отклонений фактических значений резуль-
тативного признака y от теоретических ŷ минимальна, то есть 
 

min
2

)ˆ(   xyy                            (1.1) 

 

В практических исследованиях, величина отклонений фактиче-
ских данных от теоретических лежит в основе расчета остаточной 
дисперсии: 
 

  2)ˆ(
12

xyy
nост                       (1.2) 

 

Чем меньше величина остаточной дисперсии, тем меньше влия-
ние не учитываемых в уравнении регрессии факторов и тем лучше 
уравнение регрессии подходит к исходным данным. 

Считается, что число наблюдений должно в 7-8 раз превышать 
число рассчитываемых параметров при переменной x . Это означает, 
что искать линейную регрессию, имея менее 7 наблюдений, вообще 
не имеет смысла. Если вид функции усложняется, то требуется увели-

чение объема наблюдений, ибо каждый параметр при x должен рас-
считываться хотя бы по 7 наблюдениям. Значит, если мы выбираем 

параболу второй степени 2
21

xbxbay  , то требуется объем ин-

формации уже не менее 14 наблюдений. 

Для линейных и нелинейных уравнений, приводимых к линей-

ным, решается следующая система относительно a и b: 

 







 

 

.2

,

yxxbxa

yxbna
                                (1.3) 

 

 Можно воспользоваться формулами, которые вытекают из этой 

системы: 
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xbya  ;        22 xx

xyxy
b



 .                   (1.4) 

Параметр b  называется коэффициентом регрессии. Его величи-

на показывает среднее изменение результата с изменением фактора на 
одну единицу. 

Параметр a  – формально показывает значение y при x=0. Если 

признак-фактор x не может иметь нулевого значения, то вышеуказан-

ная трактовка свободного члена a не имеет смысла, т.е. параметр a 

может не иметь экономического содержания.  
Уравнение регрессии всегда дополняется показателем тесноты 

связи. При использовании линейной регрессии в качестве такого по-
казателя выступает линейный коэффициент парной корреляции xyr , 

который можно рассчитать по следующим формулам: 

 

yx

xyxy

y

xbxyr 



                               (1.5) 

 

Для линейной регрессии его значение находится в пределах -

1≤rxy≤1. Чем ближе абсолютное значение xyr  к единице, тем сильнее 
линейная связь между факторами (при r=±1 имеем строгую функцио-
нальную зависимость). Теснота линейной связи между переменными 

может быть оценена на основании шкалы Чеддока: 
Значение коэффициента корреляции при наличии:Теснота связи 

Прямой связи Обратной связи 

Слабая 0,1–0,3 (–0,3)–(–0,1) 

Умеренная 0,3–0,5 (–0,5)–(–0,3) 

Заметная 0,5–0,7 (–0,7)–(–0,5) 

Высокая 0,7–0,9 (–0,9)–(–0,7) 

Весьма высокая 0,9–1 (–1)–(–0,9) 

 

Положительное значение коэффициента корреляции говорит о 
положительной связи между х и у, когда с ростом одной из перемен-

ных другая тоже растет. Отрицательное значение коэффициента кор-
реляции означает, с ростом одной из переменных другая убывает, с 
убыванием одной из переменной другая растет. 
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Для оценки качества подбора линейной функции рассчитывает-
ся квадрат линейного коэффициента корреляции 2

xyr , называемый ко-
эффициентом детерминации. Коэффициент детерминации характе-
ризует долю дисперсии результативного признака y, объясняемую 

регрессией, в общей дисперсии результативного признака: 
 

2

2
12

y

ост
xyr




                                   (1.6) 

 

где 
 

2)ˆ(
12   xyy
nост ;      

222)(
12 yyyy
ny   .     (1.7) 

 

Соответственно величина 21 xyr  характеризует долю дисперсии 

y , вызванную влиянием остальных, не учтенных в модели, факторов. 
Для нелинейной регрессии показателем тесноты связи выступа-

ет индекс корреляции: 
 

 
 


2)(

2)ˆ(
1

2

2
1

yy

xyy

y

ост
xy


                 (1.8) 

 

Величина данного показателя находится в пределах 0≤ρxy≤1. Чем 

ближе значение индекса корреляции к единице, тем теснее связь рас-
сматриваемых признаков, тем более надежно уравнение регрессии. 

Квадрат индекса корреляции носит название индекса детерми-
нации и характеризует долю дисперсии результативного признака y, 

объясняемую регрессией, в общей дисперсии результативного при-

знака: 
 

2

2
12

y

ост
xy


   

2

2

2

2
12

y

объясн
y

ост
xy






      (1.9) 
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Индекс детерминации 2
xy  можно сравнивать с коэффициентом 

детерминации 2
xyr  для обоснования возможности применения линей-

ной функции. Чем больше кривизна линии регрессии, тем величина 
2
xyr  меньше 2

xy . А близость этих показателей указывает на то, что 
нет необходимости усложнять форму уравнения регрессии и можно 
использовать линейную функцию. 

Оценка значимости уравнения регрессии в целом производится 
на основе F-критерия Фишера, которому предшествует дисперсион-

ный анализ. 
Согласно основной идее дисперсионного анализа, общая сумма 

квадратов отклонений переменной y от среднего значения y  раскла-
дывается на две части – «объясненную» и «необъясненную»: 

 
2)ˆ(2)ˆ(2)(     xyyyxyyy                  (1.10) 

 

где 2)(  yy  – общая сумма квадратов отклонений; 2)ˆ( yxy  – 

сумма квадратов отклонений, объясненная регрессией (или факторная 
сумма квадратов отклонений); 2)ˆ(  xyy – остаточная сумма квадра-
тов отклонений, характеризующая влияние неучтенных в модели фак-
торов. 
 

Таблица 1.1 

Компоненты 

дисперсии 

Сумма квадра-
тов 

Число сте-
пеней сво-
боды 

Дисперсия на одну 
степень свободы 

Общая 2)(  yy  n-1 
1

2)(2


 
n

yy
общS  

Факторная 2)ˆ( yxy   m m

yxy

фактS
 


2)ˆ(2

 

Остаточная 2)ˆ(  xyy  n-m-1 
1

2)ˆ(2


 


mn
xyy

остS

Схема дисперсионного анализа имеет вид, представленный в 
табл. 1.1 (n – число наблюдений, m – число параметров при перемен-

ной x). 
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Определение дисперсии на одну степень свободы приводит дис-
персии к сравнимому виду. Сопоставляя факторную и остаточную 

дисперсии в расчете на одну степень свободы, получим величину F-

критерия Фишера: 
 

2

2

остS

фактS
F                                    (1.11) 

 

Величина F-критерия связана с коэффициентом детерминации 
2
xyr  и индексом детерминации 2

xy , и ее можно рассчитать по сле-
дующим формулам: 

 

)2(
21

2




 n

xyr

xyr
F ;    

m
mn

xy

xy
F

1
21

2








          (1.12) 

где 2
xyr  - коэффициент детерминации, 2

xy  – индекс детерминации, n 

– число наблюдений, m – число параметров при переменной x. 

Фактическое значение F-критерия Фишера, полученное по при-

веденным формулам, сравнивается с табличным значением Fтабл(α; k1; 

k2) (приложение А) при уровне значимости α и числе степеней свобо-
ды k2=n-m-1 (для остаточной суммы квадратов) и k1=m (для фактор-
ной суммы квадратов). При этом, если фактическое значениеF -

критерия больше табличного, то признается статистическая значи-

мость и надежность уравнения в целом. 

О качестве как линейного, так и нелинейного уравнения регрес-
сии можно также судить и по средней ошибке аппроксимации, кото-
рая отражает среднее отклонение расчетных значений от фактиче-
ских: 
 

%100
ˆ1 




y
xyy

n
A                            (1.13) 

 

 Допустимый предел значений A  - не более 8-10%. 

Средний коэффициент эластичности показывает, на сколько 
процентов в среднем по совокупности изменится результат y от своей 

средней величины, если фактор x изменится на 1% от своего среднего 
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значения. Формула для расчета среднего коэффициента эластичности 

имеет вид: 

 

y

x
xfЭ  )(                                   (1.14) 

 

Формулы для расчета средних коэффициентов эластичности для 
наиболее часто используемых типов уравнений регрессии приведены 

в приложении Б. 

Для оценки статистической значимости коэффициентов регрес-
сии и корреляции рассчитываются t-критерий Стьюдента и довери-

тельные интервалы каждого из показателей. Оценка значимости ко-
эффициентов регрессии и корреляции с помощью t-критерия Стью-

дента проводится путем сопоставления их значений с величиной слу-
чайной ошибки: 

 

b
m
b

b
t  ,          

am
a

at  ,            
rm

r
rt  ,              (1.15) 

 

которое затем сравнивается с табличным значением (приложение В) 

при определенном уровне значимости α и числе степеней свободы (n-

2). Доверительный интервал для коэффициента регрессии определя-
ется как b±tтабл·mb. Границы доверительного интервала для коэффи-

циента регрессии не должны содержать противоречивых результатов, 
например, -1,5≤b≤0,8. Такого рода запись указывает, что истинное 
значение коэффициента регрессии одновременно содержит положи-

тельные и отрицательные величины и даже ноль, чего не может быть, 
и коэффициент признается незначимым. 

Случайные ошибки параметров линейной регрессии и коэффи-

циента корреляции определяются по формулам: 

 

nx

остS

xx

остS

xx

nxyy

b
m




 


 
 


2)(

2

2)(

)2/(2)ˆ(
;     (1.16) 

xn

x
остS

xn

x
остS

xxn

x

n
xyy

am  





 



 


2

22

2
2

2)(

2

)2(

2)ˆ(
; (1.17) 
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2

21





n

xyr

xyrm .                                  (1.18) 

 

Существует связь между t -критерием Стьюдента и F -

критерием Фишера: 
 

Frtb
t                                     (1.19) 

 

 Если tтабл<tфакт, то гипотеза о случайной природе показателей от-
клоняется, т.е. a, b и rxy не случайно отличаются от нуля и сформиро-
вались под влиянием систематически действующего фактора x. 

Прогнозное значение yр определяется путем подстановки в 
уравнение регрессии xbaxy ˆ  соответствующего значения x. Од-

нако точечный прогноз явно не реален. Поэтому он дополняется рас-
четом стандартной ошибки прогноза: 
 

 




2)(

2)(1
1

ˆ xx

xрx

nострy
m                     (1.20) 

 

где 

1

2)ˆ(


 

mn

yy
ост                             (1.21) 

 

и соответственно интервальной оценкой прогнозного значения: 
 

рyрyрy
рyрy

ˆ
ˆˆ

ˆ
ˆ                      (1.22) 

где 

таблt
рy

m
рy


ˆˆ

 .                               (1.23) 

 

2

2)(1
1

ˆ
xn

xрx

nостS
рy

m



 .              (1.24) 

 



 14

ПРИМЕРЫ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ 

Задача 1. 

По семи территориям Уральского района за 20ХХ г. известны 

значения двух признаков (табл. 1.1). 

 

Таблица 1.1 

Район 

Расходы на покупку про-
довольственных товаров в 
общих расходах, %, у 

Среднедневная за-
работная плата од-

ного работающего, 
руб., х 

Удмуртская респ. 68,8 45,1 

Свердловская обл. 61,2 59,0 

Башкортостан 59,9 57,2 

Челябинская обл. 56,7 61.8 

Пермская обл. 55.0 58,8 

Курганская обл. 54,3 47.2 

Оренбургская обл. 49,3 55,2 

 

Требуется: 
1. Для характеристики зависимости у от x рассчитать параметры сле-
дующих функций: 

а) линейной; 

б) степенной; 

в) равносторонней гиперболы. 

2. Оценить каждую модель через среднюю ошибку аппроксимации A  

и F-критерий Фишера. 
 

Решение: 
1а. Для расчета параметров а и b линейной регрессии у = а+bх реша-
ем систему нормальных уравнений относительно а и b: 







 

 

.2

,

yxxbxa

yxbna
 

 

По исходным данным рассчитываем Σy, Σх, Σyx, Σx
2
, Σy

2
.  
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Таблица 1.1 

 у x yx x
2 

y
2 

xŷ  xyy ˆ Ai 

1 68,8 45,1 3102,88 2034,01 4733,44 61,3 7,5 10,9

2 6I.2 59,0 3610,80 3481,00 3745,44 56,5 4,7 7,7

3 59,9 57,2 3426,28 3271,84 3588,01 57,1 2,8 4,7

4 56,7 61,8 3504,06 3819,24 3214,89 55,5 1,2 2,1

5 55,0 58,8 3234,00 3457,44 3025,00 56,5 -1.5 2,7

6 54,3 47,2 2562,96 2227,84 2948,49 60,5 -6,2 11,4

7 49,3 55,2 2721,36 3047,04 2430,49 57,8 -8,5 17,2

Итого: 405,2 384,3 22162,34 21338,41 23685,76 405,2 0,0 56,7

Среднее зна-
чение: 57,89 54,90 3166,05 3048,34 3383,68 X X 8,1

σ 5,74 5,86 X X X X X X 

σ2 
32,92 34,34 X X X X X X 

 

35,0
286,5

9,5489,5705,3166

22





xx

xyxy
b ; 

88,769,5435,089,57  xbya . 

Уравнение регрессии: xy  35,088,76ˆ . С увеличением средне-
дневной заработной платы на 1 руб. доля расходов на покупку про-
довольственных товаров снижается в среднем на 0,35 %-ных пункта. 
Рассчитаем линейный коэффициент парной корреляции: 

357,0
74,5

86,5
35,0 

y

xbxyr 


. 

Связь умеренная, обратная. 
Определим коэффициент детерминации: 

127,02)35,0(2 xyr . 

Вариация результата на 12,7% объясняется вариацией фактора х. 
Подставляя в уравнение регрессии фактические значения х, оп-

ределим теоретические (расчетные) значения xŷ . Найдем величину 
средней ошибки аппроксимации А : 

%1,8
7

%1007,56
%100

ˆ11 


 
y

xyy

ni
A

n
A . 

В среднем расчетные значения отклоняются от фактических на 
8,1%. 

Рассчитаем F-критерий: 
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7,05
873,0
127,0 фактF . 

поскольку 1 ≤F≤∞, следует рассмотреть F-1
. 

Полученное значение указывает на необходимость принять ги-

потезу Но о случайной природе выявленной зависимости и статисти-

ческой незначимости параметров уравнения и показателя тесноты 

связи. 

1б. Построению степенной модели у = а� х предшествует процедура 
линеаризации переменных. В примере линеаризация производится 
путем логарифмирования обеих частей уравнения: 
lg y = lg a + b � lg x; 

Y = C+ b � X, 

где Y = lg y, X = lg x, C = lg a. 

Для расчетов используем данные табл. 1.2. 

 

Таблица 1.2 

 Y X YX Y
2 

X
2
 xŷ  xyy ˆ  2)ˆ( xyy  Ai 

1 1,8376 1,6542 3,0398 3,3768 2,7364 61,0 7,8 60,8 11,3

2 1,7868 1,7709 3,1642 3,1927 3,1361 56,3 4,9 24,0 8,0

3 1,7774 1,7574 3,1236 3,1592 3.0885 56,8 3,1 9,6 5,2

4 1,7536 1,7910 3,1407 3,0751 3.2077 55,5 1,2 1,4 2,1

5 1,7404 1,7694 3,0795 3,0290 3,1308 56,3 -1,3 1,7 2,4

6 1,7348 1,6739 2,9039 3,0095 2,8019 60,2 -5,9 34,8 10,9

7 1,6928 1,7419 2,9487 2,8656 3,0342 57,4 -8,1 65,6 16,4

Итого: 12,3234 12,1587 21,4003 21,7078 21,1355 403,5 1,7 197,9 56,3

Среднее 
значение 1,7605 12,7370 3,0572 3,1011 3,0194 X X 28,27 8,0

σ 0,0425 0.0484 X X X X X X X 

σ2 
0,0018 0,0023 X X X X X X X 

 

Рассчитаем С и b: 

298,0
20484,0

7370,17605,10572,3
2


x

XYXY
b


; 

278,27370,1298,07605,1  XbYC . 

Получим линейное уравнение: Y = 2,278 - 0,298 � X. 

Выполнив его потенцирование, получим: 
298,07,189298,0278,210ˆ  xxy  
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Подставляя в данное уравнение фактические значения х, получа-
ем теоретические значения результата xŷ . По ним рассчитаем пока-
затели: тесноты связи - индекс корреляции ρху и среднюю ошибку ап-

проксимации iA : 

3758,0
92,32

27,28
1

2)(

2)ˆ(
1 

 
 


yy

xyy
xy ,    %0,8A  

Характеристики степенной модели указывают, что она несколь-
ко лучше линейной функции описывает взаимосвязь. 
1в. Уравнение равносторонней   гиперболы  

x
b

ay   линеаризуется 

при замене: 
x

z
1 . Тогда у = а + b � z. 

Для расчетов используем данные табл. 1.3. 

 

Таблица 1.3. 

 y z yz z
2 у2

 xŷ  xyy ˆ  2)ˆ( xyy  Ai 

1 68,8 0,0222 1,5255 0,000492 4733,44 61,8 7,0 49,00 10,2

2 61,2 0,0169 1,0373 0,000287 3745,44 56,3 4,9 24,01 8,0

3 59.9 0,0175 1,0472 0,000306 3588,01 56,9 3,0 9,00 5,0

4 56,7 0,0162 0,9175 0,000262 3214,89 55,5 1,2 1,44 2,1

5 55 0,0170 0,9354 0,000289 3025,00 56,4 -1,4 1,96 2,5

6 54,3 0,0212 1,1504 0,000449 2948,49 60,8 -6,5 42,25 12,0

7 49.3 0,0181 0,8931 0,000328 2430,49 57,5 -8,2 67,24 16,6

Ито-
го: 405,2 0,1291 7,5064 0,002413 23685,76 405,2 0,0 194,90 56,5

Сред-

нее 
зна-
чение 

57,9 0,0184 1.0723 0.000345 3383,68 X X 27,84 8,1

σ 5,74 0,002145 X X X X X X X 

σ2 
32,9476 0,000005 X X X X X X X 

 

Значения параметров регрессии а и b составили: 

5,380184,04,105189,57  zbya ; 

4,1051
2002145,0

0184,09,570723,1
2


x

zyzy
b


, 

Получено уравнение: 
x

y
1

4,10515,38ˆ  . 

Индекс корреляции: 
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3944,0
92,32
84,27

1 xy  

По уравнению гиперболы получена наибольшая оценка тесноты 

связи (0,3944) по сравнению с линейной и степенной регрессиями. A  

остается на допустимом уровне. 
2.  

92,0
8445,0

1555,01
21

2





m
mn

xy

xy
F




, 

где Fтабл = 6,6 > Fфакт, α = 0,05. 

 Следовательно, принимается гипотеза Но о статистически не-
значимых параметрах этого уравнения. Этот результат можно объяс-
нить сравнительно невысокой теснотой выявленной зависимости и 

небольшим числом наблюдений. 
 

Задача 2. 

По территориям региона приводятся данные за 20ХХ г. (табл. 1.4). 

 

Таблица 1.4. 

Номер 
региона 

Среднедушевой прожиточный мини-
мум в день одного трудоспособного, 

руб., х 
Среднедневная зара-
ботная плата, руб, y 

1 78 133 

2 82 148 

3 87 134 

4 79 154 

5 89 162 

6 106 195 

7 67 139 

8 88 158 

9 73 152 

10 87 162 

11 76 159 

12 115 173 

 

Требуется: 
1. Построить линейное уравнение парной регрессии у от х. 
2. Рассчитать линейный коэффициент парной корреляции и среднюю 

ошибку аппроксимации. 



 19

3. Оценить статистическую значимость параметров регрессии и кор-
реляции. 

4. Выполнить прогноз заработной платы у при прогнозном значении 

среднедушевого прожиточного минимумах, составляющем 107% от 
среднего уровня. 
5. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его дове-
рительный интервал. 
 

Решение: 
1. Для расчета параметров уравнения линейной регрессии строим 

расчетную таблицу (табл. 1.5). 

 

Таблица 1.5. 

 у x yx x
2 

y
2 

xŷ  xyy ˆ Ai 

1 78 133 10374 6084 17689 149 -16 12,0

2 82 148 12136 6724 21904 152 -4 2,7

3 87 134 11658 7569 17956 157 -23 17,2

4 79 154 12166 6241 23716 150 4 2,6

5 89 162 14418 7921 26244 159 3 1,9

б 106 195 20670 11236 38025 174 21 10,8

7 67 139 9313 4489 19321 139 0 0,0

8 88 158 13904 7744 24964 158 0 0,0

9 73 152 11096 5329 23104 144 8 5,3

10 87 162 14094 7569 26244 157 5 3,1

11 76 159 12084 5776 25281 147 12 7,5

12 115 173 19895 13225 29929 183 -10 5,8

Итого: 1027 1869 161808 89907 294377 1869 0 68,8

Среднее значение 85,6 155,8 13484,0 7492,3 24531,4 X X 5,7

σ 12,95 16,53 X X X X X X 

σ2 
167,7 273,4 X X X X X X 

 

92,0
94,164

8,151

26,853,7492

8,1556,8513484

22








xx

xyxy
b , 

0,776,8592,08,155  xbya . 

 

Получено уравнение регрессии: у = 77,0 + 0,92 � х. С увеличени-

ем среднедушевого прожиточного минимума на 1 руб. среднедневная 
заработная плата возрастает в среднем на 0,92 руб. 
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2. Тесноту линейной связи оценит коэффициент корреляции: 

721,0
53,16

95,12
92,0 



yx

xyxy

y

xbxyr 


;    52,02 xyr . 

Это означает, что 52% вариации заработной платы (у) объясня-
ется вариацией фактора х - среднедушевого прожиточного минимума. 

Качество модели определяет средняя ошибка аппроксимации: 

%7,5
12

9,681  
i

A
n

A . 

Качество построенной модели оценивается как хорошее, так как 
A   не превышает 8-10%. 

3. Оценку статистической значимости параметров регрессии прове-
дем с помощью t-статистики Стьюдента и путем расчета довери-

тельного интервала каждого из показателей. 

Выдвигаем гипотезу Но о статистически незначимом отличии 

показателей от нуля: a = b = rxy = 0. 

tтабл для числа степеней свободы df = n - 2 = 12 - 2 = 10 и α = 0,05 со-
ставит 2,23. 

Определим случайные ошибки та, тb, тrxy : 

3,24
95,1212

89907
6,12 


am ; 

281,0
1295,12

6,12 



b

m ; 

219,0
212

520,01 



xyrm  

Тогда 
2,3

3,24
77 at ;          3,3

281,0
92,0 

b
t ;       3,3

219,0

721,0 
xy

r
t . 

Фактические значения t-статистики превосходят табличные зна-
чения: 
 

ta = 3,2 > tтабл = 2,3;     tb = 3,3 > tтабл = 2,3; trxy = 3,3 > tтабл = 2,3, 

 

поэтому гипотеза Hо отклоняется, т.е. а, b и rxy не случайно отлича-
ются от нуля, а статистически значимы. 

Рассчитаем доверительный интервал для а и b. Для этого опре-
делим предельную ошибку для каждого показателя: 
∆a = 2,23 � 24,3 = 54;   ∆ь = 2,23 � 0,281 = 0,62. 

Доверительные интервалы: 
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γа = a ± ∆а = 77 ± 54; 

γаmin = 77 – 54 = 23; 

γаmax = 77 + 54 = 131; 

γb = b ± ∆b = 0,92 ± 0,62; 

γbmin = 0,92 - 0,62 = 0,30; 

γbmax = 0,92 + 0,62 = 1,54; 

Анализ верхней и нижней границ доверительных интервалов 
приводит к выводу о том, что с вероятностью р = 1 - α = 0,95 пара-
метры а и b, находясь в указанных границах, не принимают нулевых 
значений, т.е. не являются статистически незначимыми и сущест-
венно отличны от нуля. 
4. Полученные оценки уравнения регрессии позволяют использовать 
его для прогноза. Если прогнозное значение прожиточного минимума 
составит: хр = x � 1,07 = 85,6 � 1,07 = 91,6 тыс. руб., тогда прогнозное 
значение прожиточного минимума составит: рŷ = 77+ 0,92 � 91,6 = 

161 тыс. руб. 

5. Ошибка прогноза составит: 

2,13
295,1212

2)6,856,91(

12
1

16,12
ˆ





рy
m  (тыс. руб.). 

Предельная ошибка прогноза, которая в 95% случаев не будет 
превышена, составит: 

4,292,1323,2
ˆ

ˆ 
рy

mтаблtрy . 

Доверительный интервал прогноза: 
4,296,91

ˆ


рy
 ; 

2,624,296,91

min
ˆ


y

 ; 

1214,296,91
ˆ

max


y

  (руб.). 

Выполненный прогноз среднемесячной заработной платы ока-
зался надежным (р = 1 - α = 1 - 0,05 = 0,95), но неточным, так как 
диапазон верхней и нижней границ доверительного интервала Dr со-
ставляет 1,95 раза: 
 
Задача 3. 

По группе предприятий, производящих однородную продукцию, 

известно, как зависит себестоимость единицы продукции у от фак-
торов, приведенных в табл. 1.6. 
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Таблица 1.6. 

Признак-фактор Уравнение парной 

регрессии 

Среднее значе-
ние фактора 

Объем производства, млн руб., 

х1 1

1
74,5862,0

1
ˆ

xxy  64,21x  

Трудоемкость единицы про-
дукции, чел.-час , х2 

2
83,930,9

2
ˆ xxy  38,12 x  

Оптовая цена за 1 т энер-
гоносителя, МЛН руб., х3 

6281,1
3

75,11
3

ˆ xxy  503,13 x  

Доля прибыли, изымаемой го-
сударством, %, x4 

4016,187,14
4

ˆ
x

xy  3,264 x  

 

Требуется: 
1. Определить с помощью коэффициентов эластичности силу влияния 
каждого фактора на результат. 
2. Ранжировать факторы по силе влияния. 
 

Решение: 
1. Для уравнения равносторонней гиперболы 

1

1
74,5862,0

1
ˆ

xxy  : 

%973,0
74,5864,262,0

74,58

11/

1
2

1

1
)

1
(

1











bxa

b

xba

x

x

b

y

x
xfyxЭ . 

 

Для уравнения прямой 
2

83,930,9
2

ˆ xxy  : 

%59,0
74,5838,183,930,9

38,183,9

2/

22
)

2
(

2








xba

xb

y

x
xfyxЭ . 

 

Для уравнения степенной зависимости 6281,1
3

75,11
3

ˆ xxy  : 

%63,1

3

31
3

3
)

3
(

3



 b

b
xa

xb
xba

y

x
xfyxЭ . 

 

Для уравнения показательной зависимости 4016,187,14
4

ˆ
x

xy  : 

 

%42,03,26016,1ln4ln
4

4
ln44

)
4

(
4




 xb
xba

x
bxba

y

x
xfyxЭ . 
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2. Сравнивая значения 
i

yxЭ , ранжируем хj по силе их влияния на се-
бестоимость единицы продукции: 

а) 
3

yxЭ = 1,63% ; 

б) 
1

yxЭ = -0,973% ; 

в) 
2

yxЭ = 0,59% ; 

г) 
4

yxЭ = 0,42%. 

     

Для формирования уровня себестоимости продукции группы 

предприятии первоочередное значение имеют цены на энергоноси-

тели; в гораздо меньшей степени влияют трудоемкость продукции и 

отчисляемая часть прибыли. Фактором снижения себестоимости вы-

ступает размер производства: с ростом его на 1% себестоимость еди-

ницы продукции снижается на -0,97%. 

 

УПРАЖНЕНИЯ 

1.1. Получены функции: 

1.  3xbay , 

2.  xbay lg , 

3.  xbay lnln , 

4.  2
1

b
xbay , 

5.  2
21

xbbay , 

6.  )1(1 bxay , 

7. 
10
x

bay . 

Определите, какие из представленных выше функций линейны 

по переменным, линейны по параметрам, нелинейны ни по перемен-

ным, ни по параметрам. 

1.2. Имеются следующие данные об уровне механизации работ 
x(%) и производительности труда y (т/ч) для 14 однотипных предпри-

ятий: 

xi 32 30 36 40 41 47 56 54 60 55 61 67 69 76

yi 20 24 28 30 31 33 34 37 38 40 41 43 45 48
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Требуется: 
а) оценить тесноту и направление связи между переменными с помо-
щью коэффициента корреляции; 

6) построить уравнение регрессии y no x. 

1.3. При исследовании корреляционной зависимости между це-
ной на нефть x и индексом нефтяных компаний y получены следую-

щие данные: 
x=16,2 (ден. ед.),  y  = 4000 (ден. ед,), 2

xs = 4, 2
ys = 500, voC ˆ (X,Y)=40. 

Необходимо: 
а) составить уравнение регрессии y по x; 

б) используя уравнение регрессии, найти среднее значение индекса 
при цене на нефть 16,5 ден. ед. 

1.4. По данным примера 1.1: 

а) найти уравнение регрессии y по x; 

6) найти коэффициент детерминации и пояснить его смысл; 
в) проверить значимость уравнения регрессии на 5%-ном уровне по F-

критерию; 

г) оценить среднюю производительность труда на предприятиях с 
уровнем механизации работ 60% и построить для нее 95%-ный дове-
рительный интервал; аналогичный доверительный интервал найти для 
индивидуальных значений производительности труда на тех же пред-

приятиях. 
1.5. По данным 30 нефтяных компаний получено следующее 

уравнение регрессии между оценкой y (ден. ед.) и фактической стои-

мостью x (ден. ед.) этих компаний: ух = 0,8750x + 295. Найти: 95%-

ные доверительные интервалы для среднего и индивидуального зна-
чений оценки предприятий, фактическая стоимость которых состави-

ла 1300 ден. ед., если коэффициент корреляции между переменными 

равен 0,76, а среднее квадратическое отклонение переменной x равно 
270 ден. ед. 

1.6. Исследуя спрос на телевизоры марки N, аналитический от-
дел компании ABC по данным, собранным по 19 торговым точкам 

компании, выявил следующую зависимость: 
 

 xy ln8,05,10ln  

где у - объем продаж телевизоров марки N в отдельной торговой точ-
ке; х - средняя цена телевизора в данной торговой точке; 
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Фактические значения t-критерия Стьюдента составляют: для 
параметра a уравнения регрессии – 2,5, для параметра b уравнения 
регрессии – -4.0 . 

До проведения этого исследования администрация компании 

предполагала, что эластичность спроса по цене для телевизоров мар-
ки N составляет -0,9. Подтвердилось ли предположение админи-

страции результатами исследования? 

1.7. Для трех видов продукции А, В и С модели зависимости 

удельных постоянных расходов от объема выпускаемой продукции 

выглядят следующим образом: 

yA = 600, 

уB = 80 + 0,7х, 
уC = 40х0,5 

Требуется: 
1. Определить коэффициенты эластичности по каждому виду про-
дукции и пояснить их смысл. 
2. Сравнить при x = 1000 эластичность затрат для продукции В и С. 

3. Определитm, каким должен быть объем выпускаемой продукции, 

чтобы коэффициенты эластичности для продукции В и С были равны. 

1.8. Пусть имеется следующая модель регрессии, характери-

зующая зависимость у от х: 
 

y = 8 – 7x+ ε 
 

Известно также, что rxy = -0,5; п = 20. 

Требуется: 
1. Построить доверительный интервал для коэффициента регрессии в 
этой модели: 

а) с вероятностью 90%; 

б) с вероятностью 99%. 

2. Проанализировать результаты, полученные в п.1, и пояснить при-

чины их различий. 

1.9. Изучается зависимость потребления материалов у от объема 
производства продукции х. По 20 наблюдениям были получены сле-
дующие варианты уравнения регрессии: 

1. y = 3 + 2х + ε. 
     (6,48) 

2. ln y = 2,5+ 0,2 � ln x + ε,     r2
 = 0,68. 

(6.19) 

3. ln Y = 1,1 + 0,8 ln X + ε ,     г2
 = 0,69. 
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(6.2) 

4. Y = 3 + 1,5 � Х + 0,1 �  X
2
,    r

2
 = 0,701. 

(3,0)          (2.65) 

В скобках указаны фактические значения t-критерия. 
Требуется: 

1. Определитm коэффициент детерминации для 1-го уравнения; 
2. Записать функции, характеризующие зависимость у от х во 2-м и 3-

м уравнениях; 
3. Определить коэффициенты эластичности для каждого из уравне-
ний. 

4. Выбрать наилучший вариант уравнения регрессии. 

1.10. По совокупности 30 предприятий торговли изучается зави-

симость между признаками: х - цена на товар А, тыс. руб.; у - прибыль 
торгового предприятия, млн руб. 

При оценке регрессионной модели были получены следующие 
промежуточные результаты: 

2)ˆ(  xy
j

y =39 000; 

2)(  y
j

y =120000. 

Требуется: 
1. Пояснить, какой показатель корреляции можно определить по этим 

данным. 

2. Построить таблицу дисперсионного анализа для расчета значения 
F-критерия Фишера. 
3. Сравнить фактическое значение F-критерия с табличным. Сделать 
выводы. 

1.11. Зависимость среднемесячной производительности труда от 
возраста рабочих характеризуется моделью: у = а + b1х + b2х2

. Ее ис-
пользование привело к результатам, представленным в табл. 1.7. 

Таблица 1.7 

Производительность труда 
рабочих, тыс. руб., у 

Производительность труда 
рабочих, тыс. руб., у № 

п/п фактическая расчетная 

№ 

п/п фактическая расчетная 
1 12 10 6 11 12 

2 8 10 7 12 13 

3 13 13 8 9 10 

4 15 14 9 11 10 

5 16 15 10 9 9 
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Требуется оценить качество модели, определив ошибку аппрок-
симации, индекс корреляции и F-критерий Фишера. 

1.12. Моделирование прибыли фирмы по уравнению y = ab
x
 

привело к результатам, представленным в табл. 1.8. 

 

Таблица 1.8. 

Прибыль фирмы, тыс. руб., у Прибыль фирмы, 

тыс. руб., у № 

п/п фактическая расчетная 

№ 

п/п фактическая расчетная
1 10 11 5 18 20 

2 12 11 б 11 И 

3 15 17 7 13 14 

4 17 15 8 19 16 

 

Требуется оценить качество модели. Для этого необходимо: 
а) определить ошибку аппроксимации; 

б) рассчитать показатель тесноты связи прибыли с исследуемым в мо-
дели фактором; 

в) рассчитать F-критерий Фишера. Сделать выводы. 

1.13. Изучалась зависимость вида у = ахь. Для преобразованных 
в логарифмах переменных получены следующие данные: 
  2370,8x  

  2334,92x  

  9310,3y  

  2087,4xy  

0014,02)ˆ(   xYY . 

Требуется: 
1. Найти параметр b. 

2. Найти показатель корреляции, предполагая σY = 0,08. Оценить его 
значимость. 
3. Оценить его значимость, если известно, что n = 9. 

1.14. Зависимость объема производства у (тыс. ед.) от численно-
сти занятых х (чел.) по 15 заводам концерна характеризуется следую-

щим образом: 

Уравнение регрессии – y = 30 – 0,4x + 0,04x
2
; 

Доля остаточной дисперсии в общей – 20%. 

Требуется определить:: 
а) индекс корреляции; 
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б) значимость уравнения регрессии; 

в) коэффициент эластичности, предполагая, что численность занятых 
составляет 30 человек. 
 

РАЗДЕЛ II. МНОЖЕСТВЕННАЯ РЕГРЕССИЯ И 

КОРРЕЛЯЦИЯ 

 

Множественная регрессия - это уравнение связи с несколькими 

независимыми переменными: 

 

 ),...,
2

,
1

( mxxxfy ,                           (2.1) 

 

где у - зависимая переменная (результативный признак); xl,x2,...,xm -

независимые переменные (признаки-факторы). 

Для   построения   уравнения   множественной   регрессии   

чаще используются следующие функции: 

� линейная –  mxmbxbxbay ...
2211

; 

� степенная –  mb
mx

b
x

b
xay ...2

2
1

1
; 

� экспонента –


 mxmbxbxba
ey

...
2211  

�  гипербола – 


mxmbxbxba
y

...
2211

1
 

Можно использовать и другие функции, приводимые к линей-

ному виду. 
Для оценки параметров уравнения множественной регрессий 

применяют метод наименьших квадратов (МНК). Для линейных 

уравнений 

 

 mxmbxbxbay ...
2211

              (2.2) 

 

строится следующая система нормальных уравнений, реше-
ние которой позволяет получить оценки параметров регрессии: 
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













   

    

 

myxmxmbmxxbmxxbmxa

yxxmxmbxxbxbxa

ymxmbxbxbna

2...
2211

.....................................................................................
11

...
212

2
111

,...
2211

    (2.3) 

 

Так же можно воспользоваться готовыми формулами, которые 
являются следствием из этой системы: 

 

2

21
1

2121

1
1

xxr

xxryxryxr

x

y
b




 


;                       (2.4) 

2

21
1

2112

2
2

xxr

xxryxryxr

x

y
b







;                      (2.5) 

2211
xbxbya  .                           (2.6) 

 

В линейной множественной регрессии параметры при х называ-
ются коэффициентами «чистой» регрессии. Они характеризуют 
среднее изменение результата с изменением соответствующего фак-
тора на единицу при неизмененном значении других факторов, закре-
пленных на среднем уровне. 

Метод наименьших квадратов применим и к уравнению 

множественной регрессии в стандартизированном масштабе: 
 

 
mxtmxtxtyt ...

2211
,                   (2.7) 

 

где   ty,tx1,...,txm    -   стандартизированные   переменные: 

y

yy
yt 

  ,  

i
x

i
x

i
x

i
xt 


  для которых среднее значение равно нулю: 

0
i

xtyt , a среднее квадратическое отклонение равно единице: 
1

ix
tyt

 ; βi – стандартизированные коэффициенты регрессии. 

В силу того, что все переменные заданы как центрирован-

ные и нормированные, стандартизованные коэффициенты регрес-
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сии βi можно сравнивать между собой. Сравнивая их друг с другом, 

можно ранжировать факторы по силе их воздействия на резуль-
тат. В этом основное достоинство стандартизованных коэффициен-

тов регрессии в отличие от коэффициентов «чистой» регрессии, кото-
рые несравнимы между собой. 

Применяя МНК к уравнению множественной регрессии в стан-

дартизированном масштабе, получим систему нормальных уравнений 

вида 
 





















mmxxr
mxxr

mxxr
myxr

mxxrmxxrxxryxr

mxxrmxxrxxryxr







...
332211

.........................................................
1

...
31322112

1
...

31321211

        (2.8) 

 

где 
i

yxr  и 
j

x
i

xr  - коэффициенты парной и межфакторной корреляции. 

Коэффициенты «чистой» регрессии bi связаны со стандартизо-
ванными коэффициентами регрессии βi следующим образом: 

 

)(
y

i
x

i
b

i
i

x

y
ii

b 





  .                            (2.9) 

Поэтому можно переходить от уравнения регрессии в стандар-
тизованном масштабе (2.7) к уравнению регрессии в натуральном 

масштабе переменных    (2.2),    при    этом    параметр    а    определя-
ется    как 

 

mxmbxbxbya  ...
2211

.                  (2.10) 

 

Рассмотренный смысл стандартизованных коэффициентов рег-
рессии позволяет их использовать при отсеве факторов - из модели 

исключаются факторы с наименьшим значением βi. 

Средние коэффициенты эластичности для линейной регрессии 

рассчитываются по формуле 
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y
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yxЭ  ,                     (2.11) 

 

которые показывают на сколько процентов в среднем изменится ре-
зультат, при изменении соответствующего фактора на 1%. Средние 
показатели эластичности можно сравнивать друг с другом и соот-
ветственно ранжировать факторы по силе их воздействия на резуль-
тат. 

Тесноту совместного влияния факторов на результат оцени-

вает индекс множественной корреляции: 
 

2

2

1...
21 y

остy

mxxyxR



 .                      (2.12) 

 

Значение индекса множественной корреляции лежит в пределах 
от 0 до 1 и должно быть больше или равно максимальному парному 
индексу корреляции: 
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При линейной зависимости коэффициент множественной 

корреляции можно определить через матрицы парных коэффициентов 
корреляции: 
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где 
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- определитель матрицы парных коэффициентов корреляции; 
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- определитель матрицы межфакторной корреляции. 

Так же при линейной зависимости признаков формула коэффи-

циента множественной корреляции может быть также представлена 
следующим выражением: 

 

 
i

yxr
imxxyxR ...

21
                          (2.17) 

 

где βi - стандартизованные коэффициенты регрессии; 
i

yxr  - пар-

ные коэффициенты корреляции результата с каждым фактором. 

Качество построенной модели в целом оценивает коэффици-

ент (индекс) детерминации. Коэффициент множественной детер-
минации рассчитывается как квадрат индекса множественной корре-
ляции mxxyxR ...

21
2 . 

Для того чтобы не допустить преувеличения тесноты связи, 

применяется скорректированный индекс множественной детерми-
нации, который содержит поправку на число степеней свободы и рас-
считывается по формуле 

 

)1(

)1(
)21(12ˆ


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mn

n
RR ,                        (2.18) 

где п - число наблюдений, т - число факторов. 
При небольшом числе наблюдений нескорректированная вели-

чина коэффициента множественной детерминации R
2
 имеет тенден-

цию переоценивать долю вариации результативного признака, связан-

ную с влиянием факторов, включенных в регрессионную модель. 
Частные коэффициенты (или индексы) корреляции, изме-

ряющие влияние на у фактора х i, при элиминировании (исключе-
нии влияния) других факторов, можно определить по формуле 
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или по рекуррентной формуле: 
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Рассчитанные по рекуррентной формуле частные коэффи-

циенты корреляции изменяются в пределах от -1 до +1, а по форму-
лам через множественные коэффициенты детерминации - от 0 до 1. 

Сравнение их друг с другом позволяет ранжировать факторы по 

тесноте их связи с результатом. Частные коэффициенты корреля-
ции дают меру тесноты связи каждого фактора с результатом в 
чистом виде. 

При двух факторах формулы (2.19) и (2.20) примут вид: 
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Значимость   уравнения   множественной   регрессии   в   
целом оценивается с помощью F -критерия Фишера: 
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Частный F -критерий оценивает статистическую значимость 
присутствия каждого из факторов в уравнении. В общем виде для 
фактора х частный F -критерий определится как 
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Фактическое значение частного F-критерия сравнивается с таб-

личным при уровне значимости α и числе степеней свободы: k1 = 1 и 

k2= n - m - 1. Если фактическое значение Fxi превышает Fтабл(α, k1, k2), 

то дополнительное включение фактора хi в модель статистически оп-

равданно и коэффициент чистой регрессии  bi при факторе хi стати-

стически значим. 

Если же фактическое значение Fxi меньше табличного, то до-
полнительное включение в модель фактора хi не увеличивает суще-
ственно долю объясненной вариации признака у, следовательно, не-
целесообразно его включение в модель; коэффициент регрессии при 

данном факторе в этом случае статистически незначим. 

Оценка значимости коэффициентов чистой регрессии прово-
дится по t-критерию Стьюдента. В этом случае, как и в парной рег-
рессии, для каждого фактора используется формула 
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Для уравнения множественной регрессии (3.1) средняя квадра-
тическая ошибка коэффициента регрессии может быть определена по 
формуле: 
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где 2
...

1 mxx
i

xR  - коэффициент детерминации для зависимости 

фактора хi со всеми другими факторами уравнения множествен-

ной регрессии. Для двухфакторной модели (m = 2) имеем: 
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Существует связь между t-критерием Стьюдента и частным F-

критерием Фишера: 
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Уравнения множественной регрессии могут включать в качест-
ве независимых переменных качественные признаки (например, про-
фессия, пол, образование, климатические условия, отдельные ре-
гионы и т.д.). Чтобы ввести такие переменные в регрессионную мо-
дель, их необходимо упорядочить и присвоить им те или иные значе-
ния, т.е. качественные переменные преобразовать в количественные. 

Такого вида сконструированные переменные принято в 

эконометрике называть фиктивными переменными. Например, вклю-

чать в модель фактор «пол» в виде фиктивной переменной можно в 
следующем виде: 
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Коэффициент регрессии при фиктивной переменной ин-

терпретируется как среднее изменение зависимой переменной при 

переходе от одной категории (женский пол) к другой (мужской пол) 
при неизменных значениях остальных параметров. 

 

РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ 

Задача 1. 

По 20 предприятиям региона изучается зависимость выработки 

продукции на одного работника у (тыс. руб.) от ввода в действие но-
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вых основных фондов х1 (% от стоимости фондов на конец года) и от 
удельного веса рабочих высокой квалификации в общей численно-

сти рабочих х2 (%). 

Номер пред-

приятия y x1 х2 
Номер 

предприятия y x1 х2 

1 7,0 3,9 10,0 11 9,0 6,0 21,0
2 7,0 3,9 14,0 12 11,0 6,4 22,0
3 7,0 3,7 15,0 13 9,0 6,8 22,0
4 7,0 4,0 16,0 14 11,0 7,2 25,0
5 7,0 3,8 17,0 15 12,0 8,0 28,0
6 7,0 4,8 19,0 16 12,0 8,2 29,0
7 8,0 5,4 19,0 17 12,0 8,1 30,0
8 8,0 4,4 20,0 18 12,0 8,5 31,0
9 8,0 5,3 20,0 19 14,0 9,6 32,0
10 10,0 6,8 20,0 20 14,0 9,0 36,0

 

Требуется: 
1. Построить   линейную модель   множественной   регрессии. 

Записать стандартизованное уравнение множественной регрессии. 

На основе стандартизованных коэффициентов регрессии и сред-

них коэффициентов эластичности ранжировать факторы по степени 

их влияния на результат. 
2. Найти коэффициенты парной, частной и множественной 

корреляции. Проанализировать их. 
3. Найти скорректированный коэффициент множественной 

детерминации. Сравнить его с нескорректированным (общим) ко-
эффициентом детерминации. 

4. С помощью F-критерия Фишера оценить статистическую 

надежность уравнения регрессии и коэффициента детерминации R
2
v 

5. С помощью t-критерия оценить статистическую значимость 
коэффициентов чистой регрессии. 

6. С помощью частных F-критериев Фишера оценить целесооб-

разность  включения в уравнение множественной регрессии фак-
тора х1 после х2 и фактора х2 после х1. 

7. Составить уравнение линейной парной регрессии, оста-
вив лишь один значащий фактор. 

 

Решение: 
Для удобства проведения расчетов поместим результаты про-

межуточных расчетов в таблицу: 
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Таблица 2.1. 

№ y x1 х2 yx1 ух2 х1х2 x1
2 

x2
2
 y

2 

1 7,0 3,9 10,0 27,3 70,0 39,0 15,21 100,0 49,0 

2 7,0 3,9 14,0 27,3 98,0 54,6 15,21 196,0 49,0

3 7,0 3,7 15,0 25,9 105,0 55,5 13,69 225,0 49,0

4 7,0 4,0 16,0 28,0 112,0 64,0 16,0 256,0 49,0

5 7,0 3,8 17,0 26,6 119,0 64,6 14,44 289,0 49,0

6 7,0 4,8 19,0 33,6 133,0 91,2 23,04 361,0 49,0

7 8,0 5,4 19,0 43,2 152,0 102,6 29,16 361,0 64,0

8 8,0 4,4 20,0 35,2 160,0 88,0 19,36 400,0 64,0

9 8,0 5,3 20,0 42,4 160,0 106,0 28,09 400,0 64,0

10 10,0 6,8 20,0 68,0 200,0 136,0 46,24 400,0 100,0

11 9,0 6,0 21,0 54,0 189,0 126,0 36,0 441,0 81,0

12 11,0 6,4 22,0 70,4 242,0 140,8 40,96 484,0 121,0

13 9,0 6,8 22,0 61,2 198,0 149,6 46,24 484,0 81,0

14 11,0 7,2 25,0 79,2 275,0 180,0 51,84 625,0 121,0

15 12,0 8,0 28,0 96,0 336,0 224,0 64,0 784,0 144,0

16 12,0 8,2 29,0 98,4 348,0 237,8 67,24 841,0 144,0

17 12,0 8Д 30,0 97,2 360,0 243,0 65,61 900,0 144,0

18 12,0 8,5 31,0 102,0 372,0 263,5 72,25 961,0 144,0

19 14,0 9,6 32,0 134,4 448,0 307,2 92,16 1024,0 196,0

20 14,0 9,0 36,0 126,0 504,0 324,0 81,0 1296,0 196,0

Сумма 192 123,8 446 1276,3 4581 2997,4 837,74 10828,0 1958,0

Ср.знач. 9,6 6,19 22,3 63,815 229,05 149,87 41,887 541,4 97,9 

 

Найдем средние квадратические отклонения признаков: 

396,274,526,99,97
22  yyy ; 

890,1571,3219,6887,41
2

1
2
11

 xxx ; 

642,611,4423,224,541
2

2
2
22

 xxx . 

1. Для нахождения параметров линейного уравнения множест-
венной регрессии необходимо   решить   систему   линейных   

уравнений   относительно неизвестных параметров а, b1, b2 либо 
воспользоваться готовыми формулами (2.4-2.6). 

Рассчитаем сначала парные коэффициенты корреляции: 
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Находим по формулам (3.4) коэффициенты чистой регрессии и 

параметр а: 
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835,13,220856,019,6946,06,9
2211

 xbxbya . 

 

Таким образом, получили следующее уравнение множест-
венной регрессии: 

2
0856,0

1
946,0835,1ˆ xxy   

Уравнение регрессии показывает, что при увеличении 

ввода в действие основных фондов на 1% (при неизменном уровне 
удельного веса рабочих высокой квалификации) выработка продук-
ции на одного рабочего увеличивается в среднем на 0,946 тыс. руб., а 
при увеличении удельного веса рабочих высокой квалификации в 
общей численности рабочих на 1 % (при неизменном уровне ввода в 
действие новых основных фондов) выработка продукции на одного 

рабочего увеличивается в среднем на 0,086 тыс. руб. 

После нахождения уравнения регрессии составим новую рас-
четную таблицу для определения теоретических значений резуль-
тативного признака, остаточной дисперсии и средней ошибки ап-

проксимации. 
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Таблица 2.2 

№ y x1 х2 ŷ  yy ˆ  2)ˆ( yy   Ai, % 

1 7,0 3,9 10,0 6,380 0,620 0,384 8,851
2 7,0 3,9 14,0 6,723 0,277 0,077 3,960
3 7,0 3,7 15,0 6,619 0,381 0,145 5,440
4 7,0 4,0 16,0 6,989 0,011 0,000 0,163
5 7,0 3,8 17,0 6,885 0,115 0,013 1,643
6 7,0 4,8 19,0 8,002 -1,002 1,004 14,317
7 8,0 5,4 19,0 8,570 -0,570 0,325 7,123
8 8,0 4,4 20,0 7,709 0,291 0,084 3,633
9 8,0 5,3 20,0 8,561 -0,561 0,315 7,010
10 10,0 6,8 20,0 9,980 0,020 0,000 0,202
11 9,0 6,0 21,0 9,309 -0,309 0,095 3,429
12 11,0 6,4 22,0 9,773 1,227 1,507 11,158
13 9,0 6,8 22,0 10,151 -1,151 1,325 12,789
14 11,0 7,2 25,0 10,786 0,214 0,046 1,944
15 12,0 8,0 28,0 11,800 0,200 0,040 1,668
16 12,0 8,2 29,0 12,075 -0,075 0,006 0,622
17 12,0 8,5 30,0 12,066 -0,066 0,004 0,547
18 12,0 8,5 31,0 12,530 -0,530 0,280 4,413
19 14,0 9,6 32,0 13,656 0,344 0,118 2,459
20 14,0 9,0 36,0 13,431 0,569 0,324 4,067

Сумма 192 123,8 446 191,992 0,008 6,093 95,437
Ср. 
знач. 9,6 6,19 22,3 9,6 — 0,305 4,77 

 

Остаточная дисперсия: 

305,0
20
093,62)ˆ(2  

n

yy
ост . 

Средняя ошибка аппроксимации: 

%77,4
20

%437,95
%100

ˆ1 

y

yy

n
A . 

Качество модели, исходя из относительных отклонений по каж-

дому наблюдению, признается хорошим, т.к. средняя ошибка аппрок-
симации не превышает 10%. 

Коэффициенты β1 и β2 стандартизованного уравнения рег-
рессии 

 
2211

ˆ xtxtyt  находятся по формуле (2.9): 
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746,0
396,2
890,1

946,01
11


y

x
b 


 ; 

237,0
396,2
642,6

0856,02
22


y

x
b 


 . 

Т.е. уравнение будет выглядеть следующим образом: 

2
237,0

1
746,0ˆ xtxtyt   

Так как стандартизованные коэффициенты регрессии можно 

сравнивать между собой, то можно сказать, что ввод в действие но-
вых основных фондов оказывает большее влияние на выработку 

продукции, чем удельный вес рабочих высокой квалификации. 

Сравнивать влияние факторов на результат можно также 
при помощи средних коэффициентов эластичности (3.8). Вычисляем: 

61,0
6,9

19,6
946,01 Э ;       20,0

6,9
3,22

0856,02 Э  

Т.е. увеличение только основных фондов (от своего среднего 

значения) или только удельного веса рабочих высокой квалифика-
ции на 1% увеличивает в среднем выработку продукции на 0,61% или 

0,20% соответственно. Таким образом, подтверждается большее 
влияние на результат у фактора х1, чем фактора х2. 

2. Коэффициенты парной корреляции найдены ранее: 
970,0

1
yxr ; 941,0

2
yxr ; 943,0

21
xxr . 

Они указывают на весьма сильную связь каждого фактора с 
результатом, а также высокую межфакторную зависимость (факторы 

х1 и х2   явно   коллинеарны,   т.к.   943,0
21
xxr > 0,7).   При  такой   

сильной межфакторной зависимости рекомендуется один из факторов 
исключить из рассмотрения. 

Частные коэффициенты корреляции характеризуют тесноту 
связи между результатом и соответствующим фактором при элими-

нировании (устранении влияния) других факторов, включенных в 

уравнение регрессии. 

При двух факторах частные коэффициенты корреляции 

рассчитываются следующим образом: 
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734,0

)2943,01()2941,01(

943,0941,0970,0

)2

21
1()2

2
1(

2121

21










xxryxr

xxryxryxr

xyxr

325,0

)2943,01()2970,01(

943,0970,0941,0

)2

21
1()2

1
1(

2112

12










xxryxr

xxryxryxr

xyxr . 

Если сравнить коэффициенты парной и частной корреляции, 

то можно увидеть, что из-за высокой межфакторной зависимости 

коэффициенты парной корреляции дают завышенные оценки тес-
ноты связи. Именно по этой причине рекомендуется при наличии 

сильной коллинеарности (взаимосвязи) факторов исключать из ис-
следования тот фактор, у которого теснота парной зависимости 

меньше, чем теснота межфакторной связи. 

Коэффициент множественной корреляции определить через мат-
рицы парных коэффициентов корреляции (3.9): 

 

11

1
21 r

r
xyxR


                                   (2.26) 

 

где 

1
122

21
1

1

21
1

xxryxr

xxryxr

yxryxr

r   

- определитель матрицы парных коэффициентов корреляции; 

1
12

21
1

11 xxr

xxr
r   

- определитель матрицы межфакторной корреляции. 

Находим: 

0058,09409,08892,08855,08607,08607,01

1943.0941.0

943.01970.0

941.0970.01

r

 

1108,08892,01
1943.0

943.01

11
r . 
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Коэффициент множественной корреляции: 

973,0
1108,0
0058,0

1
21

xyxR . 

Аналогичный результат получим при использовании формул 
(3.8) и (3.10): 

973,0
74,5
305,0

1
2

2
1

21


y

ост
xyxR




; 

973,0941,0237,0970,0746,0
21

 
i

yxr
ixyxR  ;

 

Коэффициент множественной корреляции указывает на весьма 
сильную связь всего набора факторов с результатом. 

3. Нескорректированный коэффициент множественной детер-
минации 947,0

21
2 xyxR оценивает долю дисперсии результата за 

счет представленных в уравнении факторов в общей вариации резуль-
тата. Здесь эта доля составляет 94,7% и указывает на весьма высокую 

степень обусловленности вариации результата вариацией факторов, 
иными словами - на весьма тесную связь факторов с результатом. 

Скорректированный коэффициент множественной детермина-
ции 

941.0
1220

120
)947,01(1

)1(

)1(
)21(12ˆ 






mn

n
RR  

определяет тесноту связи с учетом степеней свободы общей и оста-
точной дисперсий. Он дает такую оценку тесноты связи, которая не 
зависит от числа факторов и поэтому может сравниваться по раз-
ным моделям с разным числом факторов. Оба коэффициента ука-
зывают на весьма высокую (более 94%) детерминированность ре-
зультата у  в модели факторами х1 и х2. 

4. Оценку надежности уравнения регрессии в целом и показате-
ля тесноты связи 

21
xyxR дает F-критерий Фишера. В нашем случае 

фактическое значение F -критерия Фишера: 

88,151
2

1220
2973,01

2973,01
21

2








m
mn

R

R
F . 

Получили, что Fфакт =151,88 > Fтабл =3,59 (при n = 20), т.е. веро-
ятность случайно получить такое значение F-критерия не превышает 
допустимый уровень значимости 5%. Следовательно, полученное 
значение не случайно, оно сформировалось под влиянием существен-
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ных факторов, т.е. подтверждается статистическая значимость всего 
уравнения и показателя тесноты связи 

21
xyxR . 

5. Оценим статистическую значимость параметров чистой рег-
рессии с помощью t-критерия Стьюдента. Рассчитаем стандартные 
ошибки коэффициентов регрессии по формулам (3.19) и (3.20): 

2132,0
320

1

2943,01890,1

2973,01396,2

3

1

2

21
1

1

2

21
1

1
















n
xxrx

xyxRy

b
m




; 

0607,0
320

1

2943,01642,6

2973,01396,2

3

1

2

21
1

2

2

21
1

2
















n
xxrx

xyxRy

b
m




. 

Фактические значения t-критерия Стьюдента: 

44,4
2132,0
946,0

1

1

1


b
m

b

b
t ;      41,1

0607,0
0856,0

2

2

2


b
m

b

b
t .

 

Табличное значение критерия при уровне значимости α = 0,05 и 

числе степеней свободы k = 17 составит tтабл(α = 0,05; k = 17) = 2,11. 

Таким образом, признается статистическая значимость параметра b1, 

т.к. tb1 > tтабл, и случайная природа формирования параметра b2, т.к. tb1 

< tтабл. 

Доверительные интервалы для параметров чистой регрессии: 

таблt
b

mbbтаблt
b

mb 
1

1
*
1

1
1

,   396,1*
1

496,0  b ; 

таблt
b

mbbтаблt
b

mb 
2

2
*
2

2
2

,   2137,0*
2

0425,0  b  

6. С помощью частных F-критериев Фишера оценим целесооб-

разность  включения в уравнение  множественной регрессии фак-
тора х1 после х2 и фактора х2 после х1 при помощи формул (3.16): 

1
1

2

21
1

2

2

2

21

1





 mn

xyxR

yxRxyxR

xF ; 
1

1
2

21
1

2

1

2

21

2





 mn

xyxR

yxRxyxR

xF  

Найдем 2

1
yxR и 2

2
yxR : 

941,02970,02

1

2

1
 yxryxR ; 
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885,02941,02

2

2

2
 yxryxR . 

Имеем: 

89,19
1

1220
947,01

885,0947,0

1



xF ; 

924,1
1

1220
947,01

941,0947,0

2



xF . 

Получили, что Fx2 = 0,89 < Fтабл (α = 0,05; k1=1; k2=17) = 4,45. 

Следовательно, включение в модель фактора х2 после того, как в мо-
дель включен фактор х1 статистически нецелесообразно: прирост фак-
торной дисперсии за счет дополнительного признака х2 оказыва-
ется незначительным, несущественным; фактор х2 включать в уравне-
ние после фактора х1 не следует. 

Если поменять первоначальный порядок включения факторов 
в модель и рассмотреть вариант включения х1 после х2, то результат 
расчета частного F-критерия для х1 будет иным. Fx1 = 17,86 > Fтабл = 

4,45, т.е. вероятность его случайного формирования меньше приня-
того стандарта α = 0,05 (5%).   Следовательно,   значение   частного   
F-критерия   для дополнительно включенного фактора х1 не слу-

чайно, является статистически значимым, надежным, достоверным: 

прирост факторной дисперсии за счет дополнительного фактора х1 

является существенным. 

Фактор х1 должен присутствовать в уравнении, в том числе в 
варианте, когда он дополнительно включается после фактора х2. 

7. Общий вывод состоит в том, что множественная модель с 
факторами х1 и х2 с 947,0

21
2 xyxR содержит неинформативный фак-

тор х2. 

Если исключить фактор х2, то можно ограничиться уравнени-

ем парной регрессии: 

11
ˆ xxy   . 

Найдем его параметры: 

23,1
571,3

6,919,6815,63

2

)
1

,cov(


x

xy

 ; 

99,119,623,16,9  xy  . 

Таким образом [4], 

1
23,199,1

1
ˆ xxy  ,       941,02

1
yxr . 
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Задача 2. 

Зависимость спроса на свинину x1 от цены на нее x2 и от цены на 
говядину x3 представлена уравнением: 

lg x1 = 0,1274 – 0,2143 * lg x2 + 2,8254 * lg x3. 

Требуется: 
1. Представить данное уравнение в естественной форме (не в лога-
рифмах). 
2. Оценить значимость параметров данного уравнения, если известно, 
что t-критерий для параметра b2 при х2 составил 0,827, а для па-
раметра b3 при x3 - 1,015. 

 

Решение: 
1. Представленное степенное уравнение множественной регрес-

сии приводим к естественной форме путём потенцирования обеих 
частей уравнения: 

8254,2
3

2143,0
2

1274,010
1

xxx  ; 

8254,2
32143,0

2

1
3409,1

1
x

x
x  . 

Значения коэффициентов регрессии b1 и b2 в степенной функции 

равны коэффициентам эластичности результата x1 от х2 и х3. 

%2143,0
21

xxЭ ;      %8254,2
31
xxЭ . 

Спрос на свинину х1 сильнее связан с ценой на говядину - он 

увеличивается в среднем на 2,33% при росте цен на 1%. С ценой на 
свинину спрос на нее связан обратной зависимостью: с ростом цен на 
1% потребление снижается в среднем на 0,21%. 

2. Табличное значение t-критерия для α = 0,05 обычно лежит в 
интервале 2-3 – в зависимости от степеней свободы. В данном приме-
ре tb2 = 0,827,tb3 = 1,015. Это весьма небольшие значения t-критерия, 
которые свидетельствуют о случайной природе взаимосвязи, о ста-
тистической ненадежности всего уравнения, поэтому применять по-
лученное уравнение для прогноза не рекомендуется. 

 

Задача 3. 

По 30 территориям России имеются данные, представленные в 
табл. 2.1. 
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Таблица 2.1 

Признак Среднее 
значение

Среднее квад-
ратическое от-
клонение 

Линейный коэф-

фициент парной 

корреляции 

Среднедневной душе-
вой доход, руб., у 86,8 11,44 - 

Среднедневная зара-
ботная плата одного 
работающего, руб., x1 

54,9 5,86 rvx1 = 0,8405 

Средний возраст без-
работного, лет, x2 

33,5 0,58 
rvx1 = -0,2101 

rx1x2 = -0,1160 

 

Требуется: 
1. Построить уравнение множественной регрессии в стандартизован-

ной и естественной форме; рассчитать частные коэффициенты эла-
стичности, сравнить их с β1 и β2, пояснить различия между ними. 

2. Рассчитать линейные коэффициенты частной корреляции и коэф-

фициент множественной корреляции, сравнить их с линейными ко-
эффициентами парной корреляции, пояснить различия между ними. 

3. Рассчитать общий и частные F-критерии Фишера. 
 

Решение: 
1. Линейное уравнение множественной регрессии у от х1 и х2 

имеет вид: y = a + b1x1 + b2х2. Для расчета его параметров применим 

метод стандартизации переменных и построим искомое уравнение в 
стандартизованном масштабе: 

21 21 xxy ttt   . 

Расчет β -коэффициентов выполним по формулам: 

8273,0
9865,0
8161,0

2116,01

116,02101,08405,0
2

21
1

2121
1










xxr

xxryxryxr

 ; 

1141,0
9865,0
1126,0

2116,01

116,08405,02101,0
2

21
1

2112
2










xxr

xxryxryxr

  

Получим уравнение 

2
1141,0

1
8273,0 xtxtyt  . 

Для построения уравнения в естественной форме рассчитаем b1 

и b2, используя формулы для перехода от βi и bi: 
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)(
y

i
x

i
b

i
i

x

y
ii

b 





  ; 

6151,1
86,5

44,118273,0
1

b ;  2505,2
58,0

44,111141,0
2

b . 

Значение а определим из соотношения 
52276,7305,332505,29,546151,18,86

2211
 xbxbya ; 

2
25,2

1
62,152,73

21
xxxxy  . 

Для характеристики относительной силы влияния х1 и х2 на у 
рассчитаем средние коэффициенты эластичности: 

y

jx
j

b
j

yxЭ  ;  

%0246,1
8,86

9,5462,1
1

yxЭ ;    %8684,0
8,86

5,3325,2
2

yxЭ .  

С увеличением средней заработной платы х1 на 1% от ее средне-
го уровня средний душевой доход у возрастает на 1,02% от своего 
среднего уровня; при повышении среднего возраста безработного х2 

на 1% среднедушевой доход у снижается на 0,87% от своего среднего 
уровня. Очевидно, что сила влияния средней заработной платы х1 на 
средний душевой доход у оказалась большей, чем сила влияния сред-
него возраста безработного х2. К аналогичным выводам о силе связи 

приходим при сравнении модулей значений β1 и β2: 

| β1| = |0,8273| > | β2| = |-0,1141|. 

Различия в силе влияния фактора на результат, полученные при 

сравнении 
jyxЭ  и βj, объясняются тем, что коэффициент эластичности  

исходит из соотношения средних:   
y

jx
j

b
j

yxЭ  ,  а  β-коэффициент 

– из соотношения средних квадратических отклонений: 
y

i
x

i
b

i 


  . 

2. Линейные коэффициенты частной корреляции здесь рассчи-

тываются по рекуррентной формуле: 
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xxryxryxr
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2092,0
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1144,0

)22101,01()28405,01(
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1
1(
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Если сравнить значения коэффициентов парной и частной кор-
реляции, то приходим к выводу, что из-за слабой межфакторной связи 

(rх1х2 = -0,116) коэффициенты парной и частной корреляции отлича-
ются незначительно: выводы о тесноте и направлении связи на основе 
коэффициентов парной и частной корреляции совпадают: 

8405,0
1
yxr ; 2101,0

2
yxr ; 1160,0

21
xxr ; 

8404,0
21
xyxr ; 2092,0

12
xyxr ; 1144,0

21
yxxr . 

 Расчет линейного коэффициента множественной корреля-
ции выполним с использованием коэффициентов rухj и βj. 

8481,07193,01141,02101,08273,08405,0
221121

  yxryxrxyxR . 

Зависимость у от х1 и х2 характеризуется как тесная, в которой 

72% вариации среднего душевого дохода определяются вариацией 

учтенных в модели факторов: средней заработной платы и среднего 
возраста безработного. Прочие факторы, не включенные в модель, со-
ставляют соответственно 28% от общей вариации y. 

3. Общий F-критерий проверяет гипотезу Но о статистической 

значимости уравнения регрессии и показателя тесноты связи (R
2
 = 0): 

6,34
2807,0
7193,01

2

21
1

2

21 



m
mn

xyxR

xyxR

фактF ; 

Fтабл = 3,4; α = 0,05. 

Сравнивая Fтабл и Fфакт, приходим к выводу о необходимости 

отклонить гипотезу Но, так как Fтабл = 3,4 < Fфакт = 34,6. С вероятно-
стью 1 - а = 0,95 делаем заключение о статистической значимости 

уравнения в целом и показателя тесноты связи 
21xyxR , которые сформи-

ровались под неслучайным воздействием факторов х1 и х2. 

Частные F-критерии – Fx1 и Fx2 оценивают статистическую зна-
чимость присутствия факторов х1 и х2 в уравнении множественной 

регрессии, оценивают целесообразность включения в уравнение од-



 49

ного фактора после другого фактора, т.е. Fx1 оценивает целесо-
образность включения в уравнение фактора х1 после того, как в него 
был включен фактор х2. Соответственно Fx2 указывает на целесо-
образность включения в модель фактора х2 после фактора х1: 

9,64
1

1230
28481,01

22101,028481,0
1

1
2

21
1

2

2

2

21

1








 mn

xyxR

yxrxyxR

фактxF . 

Fтабл = 4,21; α = 0,05. 

 

Сравнивая Fтабл и Fфакт, приходим к выводу о целесообразности 

включения в уравнение фактора х1 после фактора х2, так как Fx1факт = 

64,9> Fтабл. Гипотезу Hо о несущественности прироста Ry
2
 за счет 

включения дополнительного фактора xi отклоняем и приходим к вы-

воду о статистически подтвержденной целесообразности включения 
фактора х1 после фактора х2. 

Целесообразность включения в модель фактора х2 после факто-
ра x1 проверяет Fx2 : 

234,1
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28405,028481,0
1
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Низкое значение Fx2факт (немногим больше 1) свидетельствует о 
статистической незначимости прироста 2

1
yxr за счет включения в мо-

дель фактора х2 после фактора х1. Следовательно, подтверждается ну-
левая гипотеза Но о нецелесообразности включения в модель фактора 
х2 (средний возраст безработного). Это означает, что парная регресси-

онная модель зависимости среднего дохода от средней заработной 

платы является достаточно статистически значимой, надежной и что 
нет необходимости улучшать ее, включая дополнительный фактор х2 

(средний возраст безработного). 
 

УПРАЖНЕНИЯ 

1.1. По статистическим данным, описывающим зависимость произ-
водительности труда по плодоконсервным заводам области за год от 
удельного веса рабочих с технической подготовкой и удельного веса меха-
низированных работ, построить модель множественной регрессии и опре-
делить ее значимость. 
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Факторы № заво-
да 
 

 

Удельный вес рабочих с 
технической подготовкой, 

% 

Удельный вес механизиро-
ванных работ, % 

Производительность
труда 

1 64 84 4300 

2 61 83 4150 

3 47 67 3000 

4 46 63 3420 

5 49 69 3300 

6 54 70 3400 

7 53 73 3420 

8 61 81 4100 

9 57 77 3700 

10 54 72 3500 

11 60 80 4000 

12 67 85 4450 

13 63 83 4270 

14 50 70 3300 

15 67 87 4500 

1.2. По статистическим данным, описывающим зависимость на-
копления пяти случайно выбранных семей от дохода и размера, по-
строить модель множественной регрессии и определить ее значи-

мость. Спрогнозируйте накопления семьи, имеющей доход 40 тыс. 
руб. и имущество стоимостью 25 тыс. руб. 

Семья Накопления, S Доход, Y Имущество, W 

1 3,0 40 60 

2 6,0 55 36 

3 5,0 45 36 

4 3,5 30 15 

5 1,5 30 90 

1.3. После финансового кризиса спрос на чебуреки упал, и ме-
неджер был вынужден тратить часть средств на рекламу. Для изуче-
ния зависимости объема продаж от цены и расходов на рекламу ме-
неджер использует модель вида: qt = a0 + a1pt + a2сt + a3сt

2
 + εt. В таб-

лице приведены данные наблюдений за 18 недель. Построить модель 
множественной регрессии. Оцените ее значимость. Найдите опти-

мальную цену при расходах на рекламу, равных 280 руб. Найдите оп-

тимальный уровень расходов на рекламу при цене чебурека 6 руб. 

Помогите менеджеру найти оптимальное решение (максимизирующее 
чистый доход). 
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t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

qt 525 567 396 726 265 615 370 789 513 661 407 608 399 631 545 512 845 571

pt 5,9 6,5 6,5 6,1 6,6 5,2 5,1 5,1 6,7 5,5 6,6 6,9 6,9 6,5 6,5 6,8 5,1 6,1

сt 4,8 3,6 5,5 2,7 5,7 1,3 5,8 3,4 3,7 3,6 5,1 5,5 4,7 3,8 4,3 2,7 2,2 3,1

 

1.4. В кейнсианской теории спрос на деньги зависит от доходов 
и и процентных ставок. Рассмотрим модель: 

mt = ao + a1yt + a2it+εt; 

где mt – агрегат денежной массы Ml (млрд. долл.), уt – валовой 

национальный продукт (млрд. долл.); it — процентные ставки по го-
сударственным облигациям (%). 

Рассчитайте модель множественной регрессии и оцените спрос 
на деньги при 

1) ВНП = 1000 и i = 10; 

2) ВНП= 2500 и i = 5. 

Оцените значимость модели. 

 

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

mt 141 146 149 154 161 173 199 216 251 277 310 363 414 478

yt 506 524 565 597 637 756 873 992 1185 1434 1718 2164 2631 3073

it 3,3 2,6 2,9 3,2 3,7 5 5,5 6,6 4,5 7,9 5,3 7,6 11,4 11,1

 

1.5. В таблице приведены реальный доход на душу населения у 
(тыс. долл.), процент рабочей силы, занятой в сельском хозяйстве – x1, 

и средний уровень образования населения в возрасте после 25 лет х2 

(число лет, проведенных в учебных заведениях) для 15 развитых 
стран с 1983 г. Постройте модель множественной линейной регрессии 

и оцените ее значимость. 
 

Страна 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

y 7 9 9 8 8 14 9 8 10 11 11 12 9 10 12

x1 8 9 7 6 10 4 5 5 6 7 6 4 8 5 8 

х2 9 13 11 11 12 16 11 11 12 14 11 15 15 10 13

 

1.6. В таблице приведена зависимость выпуска Q от трудозатрат 
L и капиталовложений К. Оцените по этим данным производственную 

функцию Кобба-Дугласа Q = αL
β1

K
β2

. Оцените значимость модели. 

Рассчитайте объем выпуска при L = 2500 b и К = 1800. 
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Фирма № Q L К 

1 2350 2334 1570 

2 2470 2425 1850 

3 2110 2230 1150 

4 2560 2463 1940 

5 2650 2565 2450 

6 2240 2278 1340 

7 2430 2380 1700 

8 2530 2437 1860 

9 2550 2446 1880 

10 2450 2403 1790 

11 2290 2301 1480 

12 2160 2253 1240 

13 2400 2367 1660 

14 2490 2430 1850 

15 2590 2470 2000 

1.7. Имеются следующие данные о выработке литья на одного 
работающего x1 (т), браке литья x2 (%) и себестоимости 1 т литья y 

(руб.) по 25 литейным цехам заводов: 
 

i x1i x2i yi i x1i x2i yi i x1i x2i yi 

1 14,6 4,2 239 10 25,3 0,9 198 19 17,0 9,3 282 

2 13,5 6,7 254 11 56,0 1,3 170 20 33,1 3,3 196 

3 21,5 5,5 262 12 40,2 1,8 173 21 30,1 3,5 186 

4 17,4 7,7 251 13 40,6 3,3 197 22 65,2 1,0 176 

5 44,8 1,2 158 14 75,8 3,4 172 23 22,6 5.2 238 

6 111,9 2,2 101 15 27,6 1,1 201 24 33,4 2,3 204 

7 20,1 8,4 259 16 88,4 0,1 130 25 19,7 2,7 205 

8 28,1 1,4 186 17 16,6 4,1 251     

9 22,3 4,2 204 18 33,4 2,3 195     

 

Требуется: 
а) найти множественный коэффициент детерминации и пояснить его 
смысл; 
6) найти уравнение множественной регрессии y по x1 и x2, оценить 
значимость этого уравнения и его коэффициентов на уровне α=0,05; 



 53

в) сравнить раздельное влияние на зависимую переменную каждой из 
объясняющих переменных, используя стандартизованные коэффици-

енты регрессии и коэффициенты эластичности; 

г) найти 95%-ные доверительные интервалы для коэффициентов рег-
рессии, а также для среднего и индивидуальных значений себестои-

мости 1 т литья в цехах, в которых выработка литья на одного рабо-
тающего составляет 40 т, а брак литья — 5%. 

1.8. Имеются следующие данные о годовых ставках месячных 
доходов по трем акциям за шестимесячный период: 

 

Акция Доходы по месяцам, % 

А 5,4 5,3 4,9 4,9 5,4 6,0 

В 6,3 6,2 6,1 5,8 5,7 5,7 

С 9,2 9,2 9,1 9,0 8,7 8,6 

Есть основания предполагать, что доходы y по акции С зависят 
от доходов x1 и x2 по акциям А и В. 

Требуется: 
а) составить уравнение регрессии y по x1 и x2; 

б) найти множественный коэффициент детерминации R
2
 и пояснить 

его смысл; 
в) проверить значимость полученного уравнения регрессии на уровне 
α=0,05; 

г) оценить средний доход по акции С, если доходы по акциям А и В 

составили соответственно 5,5 и 6,0%. 

1.9. Имеются данные о деятельности крупнейших компаний 

США в 19XX г.  
 

п/n 

Чистый 
доход, 
млрд. 
долл. 
США

Оборот ка-
питала, 

млрд. долл. 
США 

Использо-
ванный ка-
питал, млрд. 
долл. 

Числен-
ность 

служащих, 
тыс. чел. 

Рыночная ка-
питализация 
компании, 
млрд. долл. 
США y x1 x2 x3 x4 

1 0,9 31,3 18,9 43,0 40,9 

2 1,7 13,4 13,7 64,7 40,5 

3 1,2 16,9 16,5 55,6 45,0 

4 2,0 25,6 14,3 74,3 42,3 

5 2,7 27,9 13,7 42,0 39,8 

6 2,5 16,7 20,9 39,4 51,3 

7 1,9 21,8 12,4 64,5 27,9 
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Требуется: 
а) Рассчитать матрицу парных коэффициентов корреляции; оценить 
статистическую значимость  коэффициентов  корреляции. 

б) Рассчитайть параметры линейного уравнения множественной рег-
рессии с полным перечнем факторов. 
в) Оценить статистическую значимость параметров регрессионной 

модели с помощью t-критерия; нулевую гипотезу о значимости урав-
нения проверить с помощью F-критерия; оценить качество уравнения  
регрессии с помощью коэффициента детерминации 

2R . 

г) Дать сравнительную оценку силы связи факторов с результатом с 
помощью коэффициентов эластичности,   и   коэффициентов. 
д) Отобрать информативные факторы в модель  по t-критерию для ко-
эффициентов регрессии. Построить модель только с информативными 

факторами и оценить ее параметры [5]. 

е) Рассчитать прогнозное значение результата, если прогнозные зна-
чения факторов составляют 80% от их максимальных значений. 

ж) Рассчитать ошибки и доверительный интервал прогноза для уров-
ня значимости 5 или 10% (α = 0,05; α = 0,10). 

1.10. В таблице указаны парные коэффициенты корреляции. 

Проведите анализ целесообразности включения заданных факторов в 
уравнение множественной линейной регрессии. 

 

 

 

 

8 1,6 32,4 16,7 70,2 39,4 

9 2,1 12,6 21,3 71,3 45,1 

10 1,8 30,8 10,4 61,2 42,6 

11 1,1 25,0 13,2 55,5 29,1 

12 1,3 17,6 18,9 61,3 40,8 

13 2,3 12,2 17,6 72,5 32,9 

14 0,7 31,1 21,0 80,1 45,5 

15 1,6 32,0 20,7 61,9 41,3 

16 2,0 19,9 16,4 62,3 37,9 

17 0,9 20,7 13,7 70,3 42,1 

18 1,0 22,1 15,8 59,1 40,6 

19 0,9 17,3 11,0 49,8 35,8 

20 0,7 15,5 5,8 80,8 27,2 
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 y x1 x2 х3 x4 

y 1 0,71 0,58 0,08 0,62 

x1 - 1 0,53 0,2 0,81 

x2 - - 1 0,13 0,3 

х3 - - - 1 0,25 

x4 - - - - 1 

1.11. По 19 предприятиям оптовой торговли изучается зависи-

мость объема реализация у от размера торговой площади х1 и товар-
ных запасов х2. Были получены следующие варианты уравнений рег-
рессии: 

1. у = 25 + 15x1,                          r
2
 = 0,90 

2. у = 42+ 27 x2,                          r
2
 = 0,84 

3. у = 30+ 10х1+ 8х2,                  R
2
 = 0,92 

(2,5)     (4,0) 

4. у = 21+ 14х1+ 20х2 + 0,6х2
2
,   R

2
 = 0,95 

 (5,0)    (12.0)      (0,2) 

В скобках указаны значения стандартных ошибок для коэффи-

циентов регрессии. 

Требуется: 
1. Проанализировать тесноту связи результата с каждым из факторов. 
2. Выбрать наилучшее уравнение регрессии, обоснуйте принятое ре-
шение. 

1.12. По 25 территориям страны изучается влияние климатиче-
ских условий на урожайность зерновых y (ц/га). Для этого были ото-
браны две объясняющие переменные: 

х1 – количество осадков в период вегетации, мм; 

х2 – средняя температура воздуха, оС. 

Матрица парных коэффициентов корреляции этих показателей 

имеет следующий вид: 

 y х1 х2 

y 1,0   

х1 0,6 1,0  

х2 -0,5 -0,9 1,0 

 

Требуется: 
1. Определить частные коэффициенты корреляции результата с каж-

дым из факторов. Объяснить различие полученных парных и частных 
коэффициентов корреляции результатов; 
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2. Исследователь, анализирующий данную зависимость, намерен оп-

ределить на основе приведенной выше матрицы, какое уравнение рег-
рессии лучше строить: 

а) парную линейную регрессию y на х1; 

б) парную линейную регрессию y на х2; 

в) множественную линейную регрессию. 

 Дать ответ на этот вопрос. 
3. Построить уравнение регрессии в стандартизированном масштабе и 

сделать выводы. 

1.13. Для изучения рынка жилья в городе по данным о 46 кот-
теджах было построено уравнение множественной регрессии: 

у = 21,1 - 6,2х1 + 0,95х2 + 3,57х3;           R
2
 = 0,7, 

(1.8)       (0.54)       (0.83) 

где y - цена объекта, тыс. долл.; 
х1 - расстояние до центра города, км; 

х2 - полезная площадь объекта, кв. м; 

x3- число этажей в доме, ед.; 

R
2
 - коэффициент множественной детерминации. 

В скобках указаны значения стандартных ошибок для коэффици-

ентов множественной регрессии. 

Требуется: 
1. Проверить гипотезу о том, что коэффициент регрессии b1 в гене-
ральной совокупности равен нулю. 

2. Проверить гипотезу о том, что коэффициент регрессии b2 в гене-
ральной совокупности равен нулю. 

3. Проверить гипотезу о том, что коэффициент регрессии b3 в гене-
ральной совокупности равен нулю. 

4. Проверить гипотезу о том, что коэффициент регрессии b1, b2 и b3 в 
генеральной совокупности одновременно равны нулю (или коэффи-

циент детерминации равен нулю). 

5. Пояснить причины расхождения результатов, полученных в пп.1, 2 

и 3, с результатами, полученными в п.4. 

1.14. По 30 наблюдениям матрица парных коэффициентов кор-
реляции оказалась следующей: 

 y х1 х2 х3 

y 1,00    

х1 0,30 1,00   

х2 0,60 0,10 1,00  

х3 0,40 0,15 0,80 1,00 
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Требуется: 
1. Построить уравнение регрессии в стандартизированном виде и сде-
лать выводы; 

2. Определить показатель множественной корреляции (нескорректи-

рованный и скорректированный); 

3. Оценить целесообразность включения переменной х1 в модель по-
сле введения в нее переменных х2 и х3. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

ПРИЛОЖЕНИЕ А 
 

ТАБЛИЦА ЗНАЧЕНИЙ F -КРИТЕРИЯ ФИШЕРА ПРИ УРОВНЕ 

ЗНАЧИМОСТИ А = 0,05 

 1 2 3 4 5 6 8 12 24 ∞ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1 161,45 199,50 215,72 224,57 230,17 233,97 238,89 243,91 249,04 254,32

2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,37 19,41 19,45 19,50

3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,84 8,74 8,64 8,53 

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,04 5,91 5,77 5,63 

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,82 4,68 4,53 4,36 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,15 4,00 3,84 3,67 

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,73 3,57 3,41 3,23 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,44 3,28 3,12 2,93 

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,23 3,07 2,90 2,71 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,07 2,91 2,74 2,54 

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 2,95 2,79 2,61 2,40 

12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,85 2,69 2,50 2,30 

13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,77 2,60 2,42 2,21 

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,70 2,53 2,35 2,13 

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,64 2,48 2,29 2,07 

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,59 2,42 2,24 2,01 

17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,55 2,38 2,19 1,96 

18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,51 2,34 2,15 1,92 

19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,48 2,31 2,11 1,88 

20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,45 2,28 2,08 1,84 

21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,42 2,25 2,05 1,81 

22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,40 2,23 2,03 1,78 

23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,38 2,20 2,00 1,76 

24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,36 2,18 1,98 1,73 

25 4,24 3,38 2,99 2,76 2,60 2,49 2,34 2,16 1,96 1,71 

30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,27 2,09 1,89 1,62 

35 4,12 3,26 2,87 2,64 2,48 2,37 2,22 2,04 1,83 1,57 

40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,18 2,00 1,79 1,51 

45 4,06 3,21 2,81 2,58 2,42 2,31 2,15 1,97 1,76 1,48 
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Продолжение прилож. А 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,13 1,95 1,74 1,44 

60 4,00 3,15 2,76 2,52 2,37 2,25 2,10 1,92 1,70 1,39 

70 3,98 3,13 2,74 2,50 2,35 2,23 2,07 1,89 1,67 1,35 

80 3,96 3,11 2,72 2,49 2,33 2,21 2,06 1,88 1,65 1,31 

90 3,95 3,10 2,71 2,47 2,32 2,20 2,04 1,86 1,64 1,28 

100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,30 2,19 2,03 1,85 1,63 1,26 

150 3,90 3,06 2,66 2,43 2,27 2,16 2,00 1,82 1,59 1,18 

200 3,89 3,04 2,65 2,42 2,26 2,14 1,98 1,80 1,57 1,14 

300 3,87 3,03 2,64 2,41 2,25 2,13 1,97 1,79 1,55 1,10 

400 3,86 3,02 2,63 2,40 2,24 2,12 1,96 1,78 1,54 1,07 

500 3,86 3,01 2,62 2,39 2,23 2,11 1,96 1,77 1,54 1,06 

1000 3,85 3,00 2,61 2,38 2,22 2,10 1,95 1,76 1,53 1,03 

∞ 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 1,94 1,75 1,52 1 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 
 

ФОРМУЛЫ ДЛЯ РАСЧЕТА СРЕДНИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

ЭЛАСТИЧНОСТИ ДЛЯ НАИБОЛЕЕ ЧАСТО ИСПОЛЬЗУЕМЫХ 

ТИПОВ УРАВНЕНИЙ РЕГРЕССИИ 

Вид функции, y 
Первая произ-
водная, y  

Средний коэф-

фициент эла-
стичности, Э  

Линеаризация
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ПРИЛОЖЕНИЕ В 
 

КРИТИЧЕСКИЕ ЗНАЧЕНИЯ T-КРИТЕРИЯ СТЬЮДЕНТА ПРИ 

УРОВНЕ ЗНАЧИМОСТИ 0,10, 0,05, 0,01 (ДВУХСТОРОННИЙ) 

α α 
Число 
степеней 

свободы 

k1, k2 

00,10 0,05 0,01 

Число 
степеней 

свободы 

k1, k2 
00,10 0,05 0,01 

1 6,3138 12,706 63,657 18 1,7341 2,1009 2,8784

2 2,9200 4,3027 9,9248 19 1,7291 2,0930 2,8609

3 2,3534 3,1825 5,8409 20 1,7247 2,0860 2,8453

4 2,1318 2,7764 4,5041 21 1,7207 2,0796 2,8314

5 2,0150 2,5706 4,0321 22 1,7171 2,0739 2,8188

6 1,9432 2,4469 3,7074 23 1,7139 2,0687 2,8073

7 1,8946 2,3646 3,4995 24 1,7109 2,0639 2,7969

8 1,8595 2,3060 3,3554 25 1,7081 2,0595 2,7874

9 1,8331 2,2622 3,2498 26 1,7056 2,0555 2,7787

10 1,8125 2,2281 3,1693 27 1,7033 2,0518 2,7707

11 1,7959 2,2010 3,1058 28 1,7011 2,0484 2,7633

12 1,7823 2,1788 3,0545 29 1,6991 2,0452 2,7564

13 1,7709 2,1604 3,0123 30 1,6973 2,0423 2,7500

14 1,7613 2,1448 2,9768 40 1,6839 2,0211 2,7045

15 1,7530 2,1315 2,9467 60 1,6707 2,0003 2,6603

16 1,7459 2,1199 2,9208 120 1,6577 1,9799 2,6174

17 1,7396 2,1098 2,8982 ∞ 1,6449 1,9600 2,5758
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