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Лабораторная работа № 1 

СУЩНОСТЬ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЙ АНАЛОГИИ. 

РЕШЕНИЕ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ  

ЦЕНТРАЛЬНО НАГРУЖЕННОГО ШТАМПА 

 

Цель работы: ознакомление с аналогией между задачами электростатики и 

пространственными контактными задачами, ознакомление с 
работой электромоделирующего устройства ЭМУ-КЗ-2. Изу-
чение способа решения задачи о вдавливании штампа в изо-
тропное упругое полупространство под действием централь-
но приложенной силы. 

 

1. Общие сведения 
 

Контактные задачи — задачи, в которых рассматривается область 
контакта двух упругих тел. Решить контактную задачу — значит опреде-
лить форму и размеры области контакта, найти распределение контактных 
давлений в этой области. 

Часто при решении пространственных контактных задач одно из кон-

тактирующих тел можно принять за абсолютно твердое (штамп), а второе – 

за однородное упругое полупространство. 
 

1.1. Сущность электростатической аналогии 

 

Задача для штампа с плоским основанием, имеющего в плане форму 
, вдавливаемого в однородное упругое полупространство под действием 

центрально приложенной силы Р (рис. 1) сводится к следующему инте-
гральному уравнению: 
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Здесь  – перемещение штампа, 
           p(x, y) – контактное давление под штампом. 

При этом должно соблюдаться условие: 

 


dxdyyxpP ),( . (2) 
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Рис. 2.4. Расчетная схема 

Введем обозначение 




),( yxW  

и запишем уравнение (1) в виде: 
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Перейдем теперь к задаче электростатики. Допустим, что токопрово-
дящее тело имеет некоторый электрический заряд Q. Этот заряд будет рас-
пределяться в весьма тонком слое вблизи поверхности тела. Слой заряда, 
толщина которого достаточно мала по сравнению с расстоянием от иссле-
дуемых точек поля, считают зарядом поверхностным. Плотностью поверх-
ностного заряда q называется заряд, приходящийся на единицу площади 

данной поверхности. 
Если взять токопроводящую пластину, которая обладает некоторым 

электрическим зарядом Q и имеет форму  основания штампа в плане, то 
выражение для электростатического потенциала можно записать в виде 
[1]: 
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где k0 – диэлектрическая постоянная;  – диэлектрический коэффициент 
среды. Общее количество электричества на пластине будет: 
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Введем обозначение  04),(),( kyxyx   и запишем уравнение (4) 

следующим образом: 
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Таким образом, две рассматриваемые линейные системы описыва-
ются математически подобными интегральными уравнениями (6) и (3). 

Причем их подобие является полным. Впервые на это обратил внимание 
Л.А. Галин [2]. Сходственными параметрами в данном случае будут p(x, y) 

и q(x, y), W(x, y) и (x, y). Токопроводящий элемент, который в рассматри-

ваемом случае представляет собой пластину, при определенных условиях 
может служить аналоговой моделью объекта – оригинала (площадки кон-

такта). 
Электрический потенциал, подаваемый на токопроводящий элемент, 

является аналогом перемещения штампа, а наблюдаемое при эксперименте 
распределение электрических зарядов по поверхности токопроводящего 
элемента будет одновременно являться и решением интегрального уравне-
ния (3), описывающего распределение контактного давления на площадке 
контакта. 

Таким образом, имеется аналогия двух различных по своей физиче-
ской сущности явлений. 

 

1.2. Устройство для решения пространственных контактных задач 
 

На основе использования квазистационарного электрического поля 
разработан новый способ решения пространственных контактных задач [3] 

и создано специальное электромоделирующее устройство для решения 
пространственных контактных задач теории упругости и термоупругости 

(ЭМУ-КЗ-2). Устройство защищено авторскими свидетельствами [4, 5, 6] и 

удостоено медали ВДНХ СССР. 

На рис. 2.1 показана блок-схема ЭМУ-КЗ-2. 

Устройство состоит из блока питания – 1, генератора сигналов зву-
ковой частоты – 2, распределительного блока – 3, блока питания и управ-
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ления координатным столиком – 4, токопроводящего элемента – 5, зонда – 

6 и измерительного комплекса – 7. Первые четыре блока конструктивно 
выполнены в одном корпусе. Распределительный блок имеет 30 выходов и 

служит для подачи электрического потенциала на токопроводящий эле-
мент. Токопроводящий элемент расположен на координатном столике, что 
позволяет производить измерения в любой точке электрического поля то-
копроводящего элемента. Перемещение координатного столика в горизон-

тальной плоскости осуществляется с помощью электродвигателей МН-7 и 

механической передачи. Управление электродвигателями осуществляется 
с помощью блока 4. Зонд и измерительный комплекс служат для измере-
ния плотности заряда на поверхности токопроводящего элемента. Зонд 
имеет вертикальное перемещение, которое замеряется с помощью индика-
тора часового типа. Для проведения измерений и обработки результатов 
используется ПЭВМ. 

 

 

Рис. 2.1. Блок-схема электромоделирующего устройства 

1.3. Решение эталонной задачи 

 

Рассмотрим экспериментальное решение задачи о вдавливании 

штампа с плоским основанием круговой формы в плане в изотропное уп-

ругое полупространство под действием центрально приложенной силы Р 

(рис. 1) (аналитическое решение которой известно). 
Полагаем, что нагрузка вне штампа и силы трения между штампом и 

полупространством отсутствуют. Эта задача сводится к интегральным 

уравнениям (1) и (2). 

Под действием центрально приложенной силы, штамп движется по-
ступательно и все точки его основания перемещаются на одну и ту же ве-
личину. Поэтому электрический потенциал токопроводящего элемента, 
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моделирующий правую часть уравнения (1), должен иметь одну и ту же 
величину во всех его точках. Следовательно, в качестве аналога площадки 

контакта в данном случае можно взять сплошную токопроводящую пла-
стину, имеющую форму основания штампа в плане, т. е. в виде круга. Та-
ким образом, задаваясь ожидаемым перемещением штампа, на круглую 

токопроводящую пластину подаем электрический потенциал, моделирую-

щий правую часть уравнения (1). Так как потенциал токопроводящей пла-
стины постоянен, то для определения плотности заряда на её поверхности 

можно использовать следующую методику: 
1. С помощью зонда и измерительного комплекса строятся эквипо-

тенциальные линии электрического поля пластины. 

2. Определяется напряженность в исследуемых точках электрическо-
го поля по формуле 

,21

id
E

 
  

где 1 – потенциал пластины, 2 – потенциал эквипотенциальной линии 

(зонда), di – расстояние между зондом и пластиной. 

3. Затем, используя соотношение 

,4 qE   

определяется плотность заряда в соответствующих точках поверхности 

пластины. 

Далее, используя критерии подобия, определяются значения кон-

тактных давлений в сходственных точках площади контакта и по формуле 
(2) – значение силы Р. 

Ввиду того, что рассматриваемая задача является осесимметричной, 

то достаточно произвести измерения только по радиальному сечению то-
копроводящей пластины. 

Эта задача имеет аналитическое решение. Для определения контакт-
ных давлений используем следующую формулу: 

,
12

),(
22  


R

P
yxp  

где R – радиус основания штампа в плане,  – отношение ординаты 

исследуемой точки к радиусу. 
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2. Оборудование и принадлежности 

 

Электромоделирующее устройство для решения пространственных 
контактных задач (ЭМУ-КЗ-2), аналоги площадок контакта для штампов 
имеющих основания круговой и квадратной с вырезом формой в плане. 

 

3. Порядок выполнения работы 

3.1. Ознакомиться с теоретическими сведениями по электростатиче-
ской аналогии. 

3.2. Ознакомиться с устройством и работой электромоделирующего 
устройства ЭМУ-КЗ-2. 

3.3. Решение эталонной задачи. Данные, полученные аналитически и 

результаты эксперимента сводим в таблицу 2.2. 

 

Таблица 2.2 

Оценка погрешности результатов эксперимента 

p/pср 
 Теоретические  

значения 
Экспериментальные 

значения 
Погрешность, % 

0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

   

 

3.4. Решение задачи о вдавливании штампа сложной формы в упру-
гое полупространство. Результаты решения сводим в таблицу 2. 

 

4. Содержание отчета 
 

4.1. Наименование и цель работы. 

4.2. Общие сведения (сущность электростатической аналогии, описа-
ние устройства для решения пространственных контактных задач). 

4.3. Решение эталонной задачи. Определение погрешности метода. 
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4.3. Результаты решения задачи о вдавливании штампа сложной 

формы в упругое полупространство. 
 

5. Контрольные вопросы 

 

5.1. Сущность электростатической аналогии. 

5.2. Принцип действия электромоделирующего устройства ЭМУ-КЗ-
2. 

5.3. Порядок решения эталонной задачи. 

5.4. Порядок решения задачи о вдавливании штампа сложной формы 

в упругое полупространство. 
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Лабораторная работа № 2 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ВДАВЛИВАНИИ ШТАМПА  

ПРИ ВНЕЦЕНТРЕННОМ НАГРУЖЕНИИ  

МЕТОДОМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

 

Цель работы: Изучение способа решения задачи о вдавливании штампа в 
изотропное упругое полупространство под действием вне-
центренной силы. 

 

1. Общие сведения 
 

Рассмотрим общую постановку задачи. 

Штамп с плоским основанием произвольной формы в плане вдавли-

вается в изотропное упругое полупространство под действием внецентрен-

но приложенной силы Р (рис. 1). 
 

 

Рис. 1. Расчетная схема 

Задача может быть приведена к следующему интегральному уравне-
нию [8]: 
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где 

,
1 2

E
 

  

x, y – проекции вектора поворота штампа на оси x и y. 

Обозначив правую часть уравнения (1) через W(x, y) запишем его в 
виде: 
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При решении задачи, на аналоге площадки контакта необходимо за-
дать электрический потенциал в соответствии с правой частью уравнения 
(2). В данном случае перемещения различных участков основания штампа 
будут неодинаковы. Так как задать переменный электрический потенциал 
на сплошной токопроводящей пластине невозможно, то аналог площадки 
контакта (в отличие от случая центрально нагруженного штампа) выпол-
няется в виде набора изолированных друг от друга токопроводящих пла-
стин. Каждая из этих пластин является аналогом соответствующего участ-
ка площадки контакта. От распределительного блока на пластины токо-
проводящего элемента подается электрический потенциал, моделирующий 
правую часть уравнения (2) при заданном перемещении соответствующего 
участка основания штампа. 

Таким образом, непрерывное распределение потенциала заменяется 
ступенчатым (рис. 2). Это послужило основой для создания модернизиро-
ванного электромоделирующего устройства, позволившего значительно 
расширить класс решаемых задач. 

Так как в рассматриваемом случае поверхность токопроводящего эле-
мента не будет являться эквипотенциальной, то для определения плотности 
заряда на его поверхности удобно пользоваться следующей методикой. 

Разбиваем токопроводящий элемент на ряд малых участков площа-
дью Fi. Обозначим заряд такого участка через Qi, потенциал зонда, распо-
ложенный над ним, через j  и коэффициент потенциала между зондом и 

участком через kj,i. Зависимость между этими величинами выражается сле-
дующим уравнением: 

 iijj Qk , .  (3) 
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Рис. 2. Дискретная подача электрических потенциалов 

 

Ввиду того что размеры зонда и участков токопроводящего элемента 
и расстояния между ними не изменяются при проведении эксперимента, то 
коэффициент потенциала является величиной постоянной. Его значение 
можно вычислить, определив коэффициент емкости между зондом и уча-
стком токопроводящего элемента [7].  

Таким образом, замеряя потенциал зонда, из уравнения (3) находим 

значение Qi. Затем определяем величину плотности поверхностного заряда 
рассматриваемого участка 

 
i

i
i

F

Q
q  .  (4) 

 

2. Решение эталонной задачи 

 

Для оценки погрешности результатов эксперимента решена задача о 
вдавливании штампа круговой формы в упругое полупространство при его 
внецентренном нагружении (рис. 3). При этом полагалось, что отрыва штам-

па от упругого полупространства не происходит, нагрузка вне штампа и си-

лы трения между штампом и полупространством отсутствует. Аналог пло-
щадки контакта представлял собой набор отдельных параллельно располо-
женных пластин, изолированных друг от друга (рис. 4). 

 



 13

 

Рис. 3. Расчетная схема 

 

 

 

Рис. 4. Токопроводящий элемент 

Теоретические значения контактного давления p можно определить 
по следующей формуле [8]: 
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где a – радиус площади контакта; ρ – расстояние от центра окружности до 
рассматриваемой точки. 

При вычислениях, значение y0 принималось равным нулю, а ax
6

1
0  . 

Перемещение точек основания штампа можно определить из выражения 
[8]: 

 ,
2

3
1

4

)1(
2

00 





 





a

yyxx

Gam

mP
w   (6) 

где m – число Пуассона. 
Решение задачи осуществлялось по следующей методике: 
1. Создавался аналог площади контакта, имеющий ее форму в плане, 

в виде набора изолированных друг от друга параллельно расположенных 
токопроводящих пластин (3.12). 

2. На каждую из пластин токопроводящего элемента подавался элек-
трический потенциал, моделирующий правую часть уравнения (3.12) при 

заданном перемещении и угле поворота соответствующего участка основа-
ния штампа. 

3. Токопроводящий элемент разбивался на ряд малых участков Fi, в 
которых определялась плотность заряда q(xi, yi). 

4. Вычислялись контактные давления p(xi, yi) в соответствующих точ-
ках площади контакта и сила Р, действующая на штамп. 

5. Зная характер распределения и величину контактных давлений, а 
также значение силы Р, определялись момент, вызывающий поворот штам-

па и эксцентриситет е. 
 

3. Задача для штампа сложной формы в плане 
 

Рассмотрим теперь задачу о вдавливании штампа с плоским основа-
нием квадратной формы в плане с вырезом в упругое полупространство 
под действием внецентренной силы Р, линия действия которой находится 
в плоскости xoz’ (рис. 5) [9]. Полагаем, что эксцентриситет е таков, что от-
рыва штампа от упругого полупространства не происходит. 

Считаем также, что вне штампа поверхность упругого полупро-
странства свободна от нагрузки, а силы трения на площади контакта отсут-
ствуют. 
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Рис. 5. Расчетная схема 

 

Задача сводится к следующему интегральному уравнению: 
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Введя обозначение 
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),( , получим интегральное уравне-
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Уравнения равновесия штампа будут иметь вид: 

 













.),(
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0 dydxyxxpPx

dydxyxpP

  (9) 

К уравнению (8) можно применить электростатическую аналогию. 
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Аналог площадки контакта показан на рис. 6. Решение задачи осуществля-
ется по вышеприведенной методике. 
 

 
Рис. 6. Токопроводящий элемент 

 

4. Оборудование и принадлежности 

 

Электромоделирующее устройство для решения пространственных 
контактных задач (ЭМУ-КЗ-2), аналоги площадок контакта для круглого 
штампа и для квадратного штампа с вырезом. 

 

5. Порядок выполнения работы 

 

5.1. Ознакомиться с особенностями решения задачи вдавливания 
штампов при их внецентренном нагружении. 

5.2. Решение эталонной задачи. В таблицу 3.3 сводим значения от-
ношений контактного давления p, действующего по сечению 1–1 от точки 

1 к точке 2 (рис. 3), к pср ( pср = Р/F), найденные аналитически и экспери-

ментально. 
 

Таблица 1 

Сравнение теоретических и экспериментальных результатов 

Значения р/рср 
x/a теоретические экспериментальные 
0,9 

0,7 

0,5 

0,3 
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0,1 

0,0 

0,1 

0,3 

0,5 

0,7 

0,9 

 

5.3. Решение задачи о вдавливании штампа с плоским основанием 

квадратной формы в плане с вырезом в упругое полупространство под 
действием внецентренной силы Р. 

 

6. Содержание отчета 
 

6.1. Наименование и цель работы. 

6.2. Общие сведения (порядок решения задачи о вдавливании штампа 
с плоским основанием в упругое полупространство под действием внецен-

тренной силы Р). 

6.3. Решение эталонной задачи. Определение погрешности метода. 
6.4. Результаты решения задачи о вдавливании штампа квадратной 

формы в плане с вырезом в упругое полупространство под действием вне-
центренной силы Р. 

 

7. Контрольные вопросы 

 

7.1. Последовательность решения задачи о вдавливании штампа в 
упругое полупространство под действием внецентренной силы Р. 

7.2. Порядок решения эталонной задачи. 

7.3. Порядок решения задачи о вдавливании штампа квадратной 

формы в плане с вырезом в упругое полупространство под действием вне-
центренной силы Р. 
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Лабораторная работа № 3 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О КОНТАКТЕ ДВУХ УПРУГИХ ТЕЛ  

МЕТОДОМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

 

Цель работы: Изучение способа решения задачи о контакте двух упругих 
тел 

с помощью метода электрического моделирования. 
 

1. Общие сведения 
 

Рассмотрим задачу о контакте двух упругих тел (рис. 1). Точку О их 
первоначального касания примем за начало координат. Выразим уравнение 
поверхностей, ограничивающих каждое из тел в виде: 

),(11 yxfz  ,  .),(22 yxfz   

 

 

Рис. 1. Расчетная схема 

Под действием силы Р, линия действия которой перпендикулярна к 
общей касательной плоскости П и проходит через точку О, тела сближают-
ся друг с другом на величину . Если обозначить перемещения точек пер-
вого и второго тела, достаточно удаленных от места контакта, в направле-
нии сил Р через 1  и 2 соответственно, то 

21    . 
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Интегральное уравнение для определения p(x, y): 
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Равнодействующую сжимаемых сил, действующих на каждое упру-
гое тело, находим по формуле 




dydxyxpP ),( . (3) 

Запишем уравнение (2) в виде: 
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Как рассмотрено ранее, интегральное уравнение электростатики, 

описывающее закон распределения плотности заряда по поверхности то-
копроводящей пластины, может быть приведено к виду 

  






),(

)()(

),(

22

yx

yx

ddq
.  (5) 

Аналогия уравнений (4) и (5) позволяет использовать способ элек-
трического моделирования для решения рассматриваемой задачи. 

При контакте двух упругих тел вертикальные перемещения точек, принад-

лежащих площадке контакта, неодинаковы. 

Так как на сплошной токопроводящей пластине задать переменный 

электрический потенциал в соответствии с правой частью уравнения (4) 
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невозможно, то аналог площадки контакта представлял собой набор изо-
лированных друг от друга токопроводящих пластин. В случае осесиммет-
ричной задачи токопроводящий элемент целесообразно выполнять в виде 
концентрично расположенных колец. На каждое кольцо подается электри-

ческий потенциал в соответствии с правой частью уравнения (4). Таким 

образом, так же, как и при решении задач для внецентренно загруженного 
плоского штампа и задач для неплоского штампа, в данном случае непре-
рывное распределение потенциала заменяется ступенчатым. 

 

2. Решение эталонной задачи 

 

Для оценки погрешности метода необходимо решить задачи, анали-

тическое решение которых известно. Например, задачи о контакте двух 
сферических тел, шара и сферической впадины, двух цилиндров с перпен-

дикулярными осями как с одинаковыми, так и различными радиусами (рис. 
2). Как известно, в последнем случае площадка контакта будет эллиптиче-
ской. 

Методика решения задачи. Зная ожидаемое сближение  упругих 
тел, выбираем определенный шаг изменения  от нуля до ожидаемого зна-
чения. 

Производим автоматическое построение контуров площадок контак-
та для каждого значения . Зная силы, действующие на упругие тела, опре-
деляем формы и размеры площадок контакта. 

Согласно правой части рассматриваемого интегрального уравнения 
(4), на каждую из пластин аналога площадки контакта подаем электриче-
ский потенциал. С помощью зонда и измерительного комплекса определя-
ем значение плотности заряда на поверхности токопроводящего элемента. 
Затем, используя критерии подобия, находим значение контактных давле-
ний в соответствующих точках площадки контакта. 
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Рис. 4.2. Расчетная схема 
 

 

 

3. Решение контактной задачи применительно  
к зубчатой передаче 

 

При рассмотрении зубчатой передачи считаем, что контактирующие 
поверхности касаются первоначально в одной точке. Под действием задан-

ной нагрузки происходят упругие деформации и поверхности начинают 
касаться по некоторой площадке. В процессе зацепления такие площадки 

появляются во всех точках рабочей линии, образуя так называемое пятно 
контакта. Его форма главным образом определяется направлением рабочей 

линии на поверхности зуба, а размеры – величиной мгновенных площадок 
контакта. Исследования показали, что силы трения, возникающие на кон-

тактной площадке, не влияют на нормальные напряжения, возникающие на 
ней, и на ее размеры [10]. Поэтому размер и форма мгновенных площадок 
контакта могут быть установлены в результате решения контактной задачи 

Герца о сжатии двух упругих тел. 
Представим контактирующие зубья передачи в виде двух упругих тел, 

касающихся в точке О (рис. 3), которую примем за начало системы коорди-

нат х, у, z. Плоскость хОу совместим с общей касательной плоскостью к по-
верхностям сжимаемых тел в точке их касания. Уравнения поверхностей, ог-
раничивающих сжимаемые тела, имеют вид: 

),(),,( 2211 yxfzyxfz  . 
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Положим, что равнодействующие сжимающих сил находятся на оси 

z и сближение δ тел при сжатии происходит вдоль этой оси. Считаем, что 
силы трения на площади контакта отсутствуют. 

 

 

 

Рис. 3. Расчетная схема 

В рассматриваемом случае задача сводится к интегральному уравне-
нию (4) и, следовательно, к нему можно применить электростатическую 

аналогию. 

4. Оборудование и принадлежности 

 

Электромоделирующее устройство для решения пространственных 
контактных задач (ЭМУ-КЗ-2), аналоги площадок контакта для двух упру-
гих тел и аналоги площадок контакта для зубчатых колес с бочкообразным 

зубом. 

5. Порядок выполнения работы 

 

5.1. Ознакомиться с особенностями решения задачи о контакте двух 
упругих тел. 

5.2. Решение эталонной задачи. В таблицы 1 и 2 сводим результаты 

данных теории и эксперимента при решении задач о контакте сферических 
тел и цилиндров различных радиусов с перпендикулярными осями соот-
ветственно. 

В таблице 1 а – радиус площадки контакта, а в таблице 2 а – длина 
большей полуоси эллиптической площадки контакта. 
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Таблица 1 

Результаты теоретических и экспериментальных решений  

для круговой площадки контакта 
r/a Значения р/рср 

 теоретические данные экспериментальные  
данные 

0,1 

0,3 

0,5 

0,7 

0,9 

  

Таблица 2 

Результаты теоретических и экспериментальных решений  

для эллиптической площадки контакта 
x/a Значения р/рср 

 теоретические данные экспериментальные  
данные 

0,1 

0,3 

0,5 

0,7 

0,9 

  

 

5.3. Решение задачи о контакте бочкообразных зубьев зубчатых ко-
лес под действием силы Р. 

 

6. Содержание отчета 
 

6.1. Наименование и цель работы. 

6.2. Общие сведения (особенности решения задачи о контакте двух 
упругих тел под действием силы Р). 

6.3. Решение эталонной задачи. Определение погрешности метода. 
6.4. Результаты решения задачи о контакте бочкообразных зубьев 

зубчатых колес под действием силы Р. 
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7. Контрольные вопросы 

 

7.1. Последовательность решения задачи о контакте двух упругих тел 
под действием силы Р. 

7.2. Порядок решения эталонной задачи. 

7.3. Порядок решения задачи о контакте бочкообразных зубьев зуб-

чатых колес под действием силы Р. 
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