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Введение 
Сущность кластерной модели структуры расплавов состоит в следующем [1]. 

Имеются экспериментальные факты, которые подтверждают существование эффек-
тов структурной самоорганизации в полупроводниковых расплавах в условиях сла-
бой конвекции. Основным пунктом модели является допущение, что промежуточная 
(между жидкой и твердой фазами) область расплава заполнена кластерами, т. е. со-
вокупностями атомов (молекул), объединившихся в твердые структуры. Скорость 
теплового движения кластеров существенно меньше, чем тепловая скорость единич-
ных атомов расплава, потому что они имеют значительно большие размеры. Мо-
дельные молекулярно-динамические расчеты подтверждают данное предположение. 
Это значит, что можно пренебречь скоростью движения многоатомных кластеров, 
ввести в рассмотрение внешнюю силу трения Рэлея  RFF ,  которая учиты-
вает наличие кластерных образований, вызывающих сопротивление течению. При 
таком подходе коэффициент сопротивления   является эмпирическим параметром, 
зависящим от формы и среднего размера кластеров, т. е. от соотношения «поверх-
ность – объем» частиц твердой фазы, оказывающих сопротивление потоку. Ясно 
также, что принципиальное значение имеет характер зависимости коэффициента со-
противления от скорости расплава .  Гидродинамические аспекты кластерной мо-
дели кристаллизации изучены мало.  

Вместе с тем нужно отметить, что сила трения Рэлея дает возможность моделиро-
вать широкий круг термогидродинамических явлений, представляющих практический 
интерес: периодические течения в тонких слоях жидкости [2], вихревые структуры в 
задачах промышленной экологии и прикладной геофизики [3]. В работах [1], [3] приме-
нялся линейный вариант силы трения: const.  В рамках приближения  ~   в [2] 

построены гидродинамические системы, описывающие каскадный процесс преобразо-
вания энергии в турбулентном потоке.  

Хорошо известно, что в классической гидродинамике важным примером сдвиго-
вого течения служит течение Куэтта. Здесь мы рассматриваем обобщение этой зада-
чи, учитывая нелинейность внешнего сопротивления в неизотермических условиях. 
Далее полагаем, что коэффициент сопротивления зависит от температуры ,T  моно-

тонно растет при увеличении   и является четной функцией скорости: 

  ),,( 2 T    / .0)( 2   
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Данная работа продолжает исследования [4], [5] и имеет следующие цели:  
1) изучить количественные характеристики воздействия нелинейной силы сопротив-
ления на завихренность вязкоупругой жидкости; 2) проанализировать тепловые 
свойства системы «жидкость – объемный источник энергии» для двух типов сопро-
тивления, различающихся температурными свойствами. 

Постановка задачи 
Плоское двухмерное стационарное течение несжимаемой сплошной среды опре-

деляется уравнениями [6]: 
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Реологическое уравнение состояния вязкоупругой жидкости Максвелла [7] возь-
мем в следующей форме:  
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Здесь ,1 xx   yx 2  – декартовы прямоугольные координаты;  ),( 21   – вектор 

скорости;   – плотность; p  – давление; ),( 21 FFF  – вектор массовой силы; T  – тем-

пература; ),( 21 qqq  – вектор удельного теплового потока; pc  – удельная теплоем-

кость;   – коэффициент теплопроводности; q  – объемная мощность внутренних 

источников энергии; ij  – компоненты девиатора тензора напряжений; ije – компо-

ненты тензора скоростей деформации;   – коэффициент динамической вязкости;  
  – время релаксации вязких напряжений;   – диссипативная функция. Дважды 
повторяющийся индекс k  означает суммирование. Дифференциальный оператор  
в (3) при 1m  есть конвективная производная Яуманна, при 0m – обычная суб-
станциональная производная. При 0  формула (3) описывает свойства вязкой 
ньютоновской жидкости.  

Производство энтропии подсчитываем по формулам [6], [8]: 

 ,ie   Tqe / , )( 22 Ti  q , 

где e – производство энтропии за счет энергообмена с внешней средой; i – произ-

водство энтропии за счет внутренних необратимых процессов. 
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Аналитическое решение, которое изучается в данной работе, получено при 
const,  .0/  T  Поэтому естественно считать, что температурная зависимость 

коэффициента сопротивления коррелирует с термовязкими свойствами жидкости. 
Вариант 0/  T  соответствует вязкости l -типа, .0/  T  Вариант 0/  T  
соответствует вязкости g-типа, .0/  T  Эти термины и обозначения (g – gas,  
l – liquid) применяются в теории тепловой конвекции [9]. Далее, при обсуждении 
знака производной T / будем говорить о g- и l-типах сопротивления. Объемный 

источник энергии q ),( 2 T  моделирует воздействие внутренних источников тепла  

и теплообмен жидкости с внешней средой. Для представленной здесь задачи вид 
функции источника детерминирован структурой применяемого аналитического ре-
шения. Для диссипативной функции   принимаем оценку , q  т. е. рассматри-

ваем процессы, для которых можно пренебречь выделением тепла за счет вязкой 
диссипации энергии.  

Будем изучать течение вида 

 ),(1 yuu   ,02   ),(ypp   ).(yTT   (4) 

Вихрь скорости ω )2/1(  rot   имеет одну нетривиальную составляющую 

),/)(2/1( dyduz   направленную перпендикулярно плоскости ).,( yx  Обозна-

чим ),)(/( 011 TTuc   const.0 T  Здесь 0T  – отсчетное значение температуры; 1c  – 

произвольная положительная постоянная, имеющая размерность удельной теплоем-
кости, Дж/(кг · град); 11, uy  – положительные константы, имеющие размерности 

длины и скорости, соответственно; линейный масштаб релаксации равен .11 uL   
Безразмерные величины будем отмечать чертой сверху. Для коэффициента сопро-
тивления и для объемного источника энергии возьмем следующие физически содер-
жательные зависимости:  
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Функция )(y  характеризует неравновесные свойства вихревого поля. В классе 
движений (4)–(8) имеют, согласно [5], [10], точное решение: 

 ,/)]2[sin(2/ 1  yuuu  ;/)1(/ 2
1  u    (9) 

 ),2cos(21 2 y  ,/ 1yyy   ,01 y  .01 u  

Ясно, что 0  при ;12     – параметр решения. Если ,12   то ,0  течение 

происходит в «горячей» области, .0TT   Если ,12   то ,0  имеем «холодную» 

область, .0 0TT   Сначала обсудим изотермический процесс ,12   .0  
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Изотермическое течение. При 12   по формулам (5)–(7) и (9) вычисляем ско-
рость движения жидкости и коэффициент сопротивления: 
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Отметим, что данное решение допускает как монотонный, так и немонотонный 
варианты зависимости ).( 2u  Ясно, что ,1/ 2uydud   поэтому коэффициент 
внешнего сопротивления (11) есть четная функция скорости. Форма записи 

 2)14/()14(4  , 2)(  m  

демонстрирует то обстоятельство, что сила внешнего трения проявляет себя на фоне 
релаксирующей завихренности. Решение (10) представляет течение Куэтта: 

 ,0y  ;0u  ,2yy   ),( 2yuu   

где 2y  – расстояние между параллельными плоскими непроницаемыми стенками; 
одна стенка неподвижна, а другая перемещается в своей плоскости с конечной ско-
ростью .0)( 22  yuu  

Давление жидкости вычисляется по формуле 

 ,
)/(1

)/(
222

2

12
1

0

ydudm
ydudm

p
u

pp







 )./( 11yu  

Перепад давления pp 0  положителен во всей области решения; константу 0p  

выбираем так, чтобы обеспечить условие .0)( yp  
Приведем некоторые результаты численных расчетов. На рис. 1 показаны зави-

симости безразмерных скорости, давления, вязкого касательного напряжения и ко-
эффициента сопротивления от поперечной координаты .y  На рис. 2 представлены 
функциональные связи «коэффициент сопротивления – завихренность», «скорость – 
давление», «касательное напряжение – завихренность» и «завихренность – динами-
ческий напор». Детальный анализ показал, что по мере роста времени релаксации   
происходит изменение профилей гидродинамических величин и функциональных 
связей между ними (рис. 3). Эти изменения имеют количественный характер.  
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Рис. 1. Зависимость безразмерных параметров течения от безразмерной  
поперечной координаты при   = 0,1 
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Рис. 2. Функциональные связи между безразмерными параметрами течения при   = 0,1 
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Рис. 3. Функциональные связи между безразмерными параметрами течения  
при   = 0,25 

Во всех рассмотренных вариантах прослеживается существенное влияние вязко-
го касательного напряжения на завихренность потока. Отметим еще значительный 
рост завихренности при возрастании динамического напора: см. корреляцию 

).1( 22  u  На неподвижной и подвижной границах безразмерный градиент ско-
рости равен: 
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Значит, параметр U  характеризует градиент скорости, обусловленный величи-
ной 2u  скорости подвижной стенки. Другими словами, величина 
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22  yyyU  определяет степень неоднородности завихренности пото-
ка. Некоторые градиентные свойства завихренности двумерного течения вязкой ре-
лаксирующей жидкости изучены в [11]. Примем обозначения: ),0(1  y  

),( 22 yy   ,2222 Um  ,/1* UU   где .12)/2cos( *12  Uyy  Градиентные свой-

ства коэффициента сопротивления можно проследить, применяя формулу 
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Условие 0/ 12   дает два варианта: 1) ,1222  Um  122  m  – в этом случае 

значение U  принадлежит правой окрестности единицы; 2) ,1222  Um  122  m  – 
для этого процесса при 1  подходящим является любое значение .1U  Соответ-

ствующие этим двум вариантам закономерности поведения функции ),(/ 12 UA   
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представлены на рис. 4, 5. Хорошо видно, что по мере роста ,  т. е. при усилении 

роли релаксации вязких напряжений, величина 12 /   убывает, и это происходит  
в довольно широком интервале значений .U  Вместе с тем при фиксированном   

существуют примеры течений, для которых зависимость 12 /   от градиентного па-
раметра U  является немонотонной. При ,5,0  ]2,1[U  и при ,0,5  ]4,1[U  за-

висимости 12 /   от U  – монотонно убывающие. 
Неизотермическое течение. На основе (9) конечную связь между скоростью  

и температурой (первый интеграл) можно представить в следующей форме: 

 ,)1/(4)()( 2222222
1  Ru   ),1/()1( 22

1   .122
1  R   (12) 

На плоскости ),( u  имеем окружность радиуса R  c центром в точке )0,( 1  

(рис. 6). В «горячей» области ,01   ;0)(/)( 22  dRd  в «холодной» области ,01   

.0)(/)( 22  dRd  Первый интеграл (12) позволяет записать следующие температур-

ные зависимости: ),(2/ 1 ydud  ).2(4 12 D  Таким образом, для вихря 

скорости верна формула ).( 1  В «холодной» области ,0/)( 2   в «горя-

чей» области .0/)( 2   В обоих случаях ,0  а модуль завихренности – моно-

тонно возрастающая функция температуры: .0/)( 2  T  
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Заключение 
В первой части статьи изложены результаты численно-аналитического исследо-

вания течения Куэтта для вязкоупругой жидкости Максвелла, испытывающей воз-
действие внешней силы трения Рэлея. Такая сила служит моделью сопротивления, 
которое оказывают многоатомные кластеры течению расплава. Представлены ре-
зультаты расчета гидродинамических параметров при изотермическом режиме тече-
ния. Изучен случай, когда сила внешнего трения действует на фоне релаксирующей 
завихренности. Во всех рассмотренных вариантах наблюдается монотонный рост 
модуля вихря скорости при возрастании вязкого касательного напряжения на стенке, 
а также при увеличении динамического напора. Обнаружены нетривиальные гради-
ентные свойства коэффициента сопротивления, проявляющиеся как при «малых» 

)1( 22  m , так и при «больших» )1( 22  m  временах релаксации вязкого напряже-
ния. Неизотермический режим изучен в «холодной» и «горячей» областях, разли-
чающихся значениями температур по отношению к отсчетной температуре 0T . По-

строена корреляция «скорость – температура». Определены тепловые свойства вихря 
скорости. Далее, во второй части статьи мы рассмотрим неизотермические свойства 
решения (9), определяющие такие процессы: 1) взаимодействие объемного источни-
ка / стока энергии q  с подводом / отводом тепла через подвижную стенку; 2) кон-

куренция источника и стока импульса; 3) перемежаемость g–l типов сопротивления, 
различающихся температурными свойствами. 
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