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➶âåäåíèå

➶ ìåõàíèêå✱ ôèçèêå è òåõíèêå îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò çàíèìàåò
ïðîáëåìà èçó÷åíèÿ êîëåáàòåëüíûõ è âîëíîâûõ ÿâëåíèé✳

✃îëåáàíèÿ ✕ ýòî äâèæåíèå èëè ïðîöåññû✱ îáëàäàþùèå òîé èëè èíîé
ñòåïåíüþ ïîâòîðÿåìîñòè âî âðåìåíè✳ ✃îëåáàíèÿ ñâîéñòâåííû âñåì ÿâëåíè✲
ÿì ïðèðîäû✳

➶èáðàöèè ñîîðóæåíèé è ìàøèí✱ ýëåêòðîìàãíèòíûå êîëåáàíèÿ â ðà✲
äèîòåõíèêå è îïòèêå✱ àâòîêîëåáàíèÿ â ñèñòåìàõ ðåãóëèðîâàíèÿ è ñëåäÿùèõ
ñèñòåìàõ✱ çâóêîâûå è óëüòðàçâóêîâûå êîëåáàíèÿ✱ ðÿä ñëîæíûõ ïðîöåññîâ
ýêîëîãèè✱ ýêîíîìèêè ✕ âñå ýòè✱ êàçàëîñü áû✱ ðàçëè÷íûå ïðîöåññû è íåïîõî✲
æèå äðóã íà äðóãà êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû îáúåäèíÿþòñÿ ìåòîäàìè ìàòå✲
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè â îäíî îáùåå ó÷åíèå î êîëåáàíèÿõ✳

❰äíèì èç îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ àïïàðàòîâ✱ ïðèìåíÿåìûõ äëÿ
èçó÷åíèÿ êîëåáàíèé è âîëí✱ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå✲
íèé✳

➹ëàâíîé çàäà÷åé äàííîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ èçëîæåíèå îñíîâ ñîâðå✲
ìåííîé òåîðèè êîëåáàíèé è âîëí â ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ✳

Ðàññìîòðåíèå âîïðîñîâ òåîðèè è ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé â òåõíè✲
êå ïðåäñòàâëåíî òàêèì îáðàçîì✱ ÷òîáû ôîðìàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòî✲
äû íå çàñëîíÿëè ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå îñíîâíûõ êîëåáàòåëüíî✲âîëíîâûõ
ÿâëåíèé è ýôôåêòîâ✳

Ïðåäëàãàåìîå ÷èòàòåëþ ó÷åáíî✲ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ñëå✲
äóþùèå òåìû✿ ìåòîä ôàçîâîé ïëîñêîñòè❀ êîëåáàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñè✲
ñòåì❀ ýëåìåíòû òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé❀ ýëåìåíòû òåîðèè àâòîêî✲
ëåáàíèé✳ Ñðåäè èñïîëüçîâàííûõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ îòìåòèì êíèãè
❬✶✲✶✷❪✳

✶ ❒➴Ò❰➘ Ô➚➬❰➶❰➱ Ï❐❰Ñ✃❰ÑÒ➮✳
Ï➚Ð➚❒➴ÒÐ➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û✳

➮çëàãàåòñÿ ñóùíîñòü ìåòîäà ôàçîâîé ïëîñêîñòè✱ ïðèìåíÿþùåãîñÿ
äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé✳ ➪îëüøîå ïðèêëàäíîå
çíà÷åíèå ýòîãî ìåòîäà èëëþñòðèðóåòñÿ êîíêðåòíûìè ïðèìåðàìè✳

❰áñóæäàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì✱

✸



ïàðàìåòðû êîòîðûõ íåñòàöèîíàðíû ✕ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè✳

✶✳✶ Ôàçîâûé ïîðòðåò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû

➚âòîíîìíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå✲
íèé ✕ ýòî ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ â êîòîðóþ
íå âõîäèò ÿâíî íåçàâèñèìîå ïåðåìåííîå t ✭âðåìÿ✮✳

➘èíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà✳ Ýòî ïîíÿòèå âîçíèêëî êàê îáîáùåíèå ïî✲
íÿòèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû✱ äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöè✲
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè ❮üþòîíà✳ ✃àê èçâåñòíî✱ ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷åñêîé ñè✲
ñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé✳ ➶
íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåñüìà øèðîêèì
è îõâàòûâàåò ñèñòåìû ëþáîé ïðèðîäû✿ ôèçè÷åñêîé✱ õèìè÷åñêîé✱ áèîëîãè✲
÷åñêîé è ýêîíîìè÷åñêîé✳

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ àâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé
ñòåïåíüþ ñâîáîäû â îáùåì ñëó÷àå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå äâóõ äèôôåðåí✲
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), ✭✶✳✶✮

ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûå íåëèíåéíûå✱ âîîáùå ãîâîðÿ✱ ôóíêöèè x è y✳ ➬äåñü
è äàëåå òî÷êà íàä ñèìâîëîì ôóíêöèè îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè✿
ẋ = dx(t)/dt, ẏ = dy(t)/dt.

➘ëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè àâòîíîìíîé ñèñòåìû ✭✶✳✶✮ èñ✲
ïîëüçóåòñÿ ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü ✭÷àñòíûé ñëó÷àé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà✮✳

Ôàçîâîé òðàåêòîðèåé íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàí✲
ñòâå✱ èçîáðàæàþùàÿ✱ êàê èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì t ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû✳ ✃îãäà ñîñòîÿíèå íå çàâèñèò îò t ✱ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñâîäèòñÿ ê
òî÷êå ✕ ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ M0(x

∗, y∗)✳
➶ ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ïðàâûå ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå✲

íèé ✭✶✳✶✮ îáðàùàþòñÿ â íóëü✿

P (x∗, y∗) = 0, Q(x∗, y∗) = 0.

➶ òåîðèè àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì óïîòðåáëÿåòñÿ ìíîãî ñè✲
íîíèìîâ ýòîãî òåðìèíà✿ îñîáàÿ òî÷êà✱ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ✱ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà✱ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà✱ òî÷êà ïîêîÿ✳

✹



➶áëèçè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ M0 ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè✱ êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ëèíåàðèçàöèè óðàâ✲
íåíèé ✭✶✳✶✮ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x∗, y∗)✿

{

ξ̇ = a11ξ + a12η,
η̇ = a21ξ + a22η.

✭✶✳✷✮

➬äåñü ξ = x− x∗✱ η = y − y∗ ✕ ìàëûå âåëè÷èíû✱ à êîýôôèöèåíòû

a11 = (∂P/∂x)0 , a12 = (∂P/∂y)0 ,
a21 = (∂Q/∂x)0 , a22 = (∂Q/∂y)0

îïðåäåëåíû ïðè x = x∗, y = y∗✳
Óñòîé÷èâîñòü ïî ❐ÿïóíîâó✳ Òî÷êà ïîêîÿ ξ = 0✱ η = 0 óñòîé÷èâà

â ñìûñëå ❐ÿïóíîâà✱ åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü δ(ε) > 0
òàêîå✱ ÷òî èç íåðàâåíñòâà

ξ2(t0) + η2(t0) < δ2(ε)

ñëåäóåò

ξ2(t) + η2(t) < ε2 ïðè t ≥ t1 ≥ t0✱

ò✳å✳ òðàåêòîðèÿ✱ íà÷àëüíàÿ òî÷êà êîòîðîé íàõîäèòñÿ â δ ✲ îêðåñòíîñòè íà✲
÷àëà êîîðäèíàò✱ ïðè t ≥ t1 íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ε ✲ îêðåñòíîñòè íà÷àëà
êîîðäèíàò✳

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ✭✶✳✷✮ áåðåì â âèäå

ξ = α1e
λ·t, η = α2e

λ·t

è òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ λ ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
∣

∣

∣

∣

a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣

∣

∣

∣

= 0,

êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

λ2 + σλ+∆ = 0, ✭✶✳✸✮

ãäå
σ = −(a11 + a22), ∆ = a11a22 − a21a12.

✺



×èñëà α1, α2 îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ èç îä✲
íîãî èç óðàâíåíèé✿

(a11 − λ)α1 + a12α2 = 0; a21α1 + (a22 − λ)α2 = 0.

➚íàëèçèðóÿ ✭✶✳✸✮✱ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñëó÷àè✿

✶✳ ✃îðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ✭✶✳✸✮ λ1, λ2 äåéñòâèòåëüíûå è
ðàçëè÷íûå❀ îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé ✭✶✳✷✮

ξ = C1α1e
λ1·t + C2β1e

λ2·t, η = C1α2e
λ1·t + C2β2e

λ2·t,

ãäå αi, βi ñîîòâåòñòâóþò êîðíÿì λi❀ ïîñòîÿííûå C1, C2 ✕ ïðîèçâîëüíûå✳

✭à✮ åñëè λ1 < 0, λ2 < 0✱ òî òî÷êà ïîêîÿ ξ = 0, η = 0 àñèìïòîòè÷å✲
ñêè óñòîé÷èâà❀ ïðè t → ∞, ξ → 0, η → 0✿ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ✕
óñòîé÷èâûé óçåë✱ ðèñ✳✶✳✶❀

✭á✮ åñëè λ1 > 0, λ2 > 0✱ òî òðàåêòîðèè òàêèå æå✱ êàê è â ïðåäûäóùåì
ñëó÷àå✱ íî òî÷êà äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâ✲
ëåíèè✱ ðèñ✳ ✶✳✷✱ ò✳å✳ ïðè t > 0 óäàëÿåòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò❀ òàêàÿ
îñîáàÿ òî÷êà ✕ íåóñòîé÷èâûé óçåë❀

✭â✮ åñëè λ1 > 0, λ2 < 0✱ òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òîæå íåóñòîé÷èâîå✱
ïîòîìó ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî òðàåêòîðèè

ξ = C1α1e
λ1·t, η = C1α2e

λ1·t,

ò✳å✳ η = α2ξ/α1 ïðè êàêèõ óãîäíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ C1 ñ ðîñòîì t > 0
òî÷êà âûõîäèò èç îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò❀ äëÿ âòîðîãî õàðàê✲
òåðèñòè÷åñêîãî êîðíÿ èìååì äâèæåíèå

ξ = C2β1e
λ2·t, η = C2β2e

λ2·t,

ò✳å✳ òî÷êè íà ïðÿìîé η = β2ξ/β1 äâèæóòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê íà÷àëó
êîîðäèíàò❀ òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ✕ ñåäëî✱ ðèñ✳ ✶✳✸✳

✷✳ ✃îðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✮ êîìïëåêñíûå✿ λ1,2 = p ±
iq, q 6= 0✳ ❰áùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✶✳✷✮ çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

ξ = ep·t(C1 cos qt+ C2 sin qt), η = ep·t(Ĉ1 cos qt+ Ĉ2 sin qt), ✭✶✳✹✮

✻



Ðèñ✳ ✶✳✶✳ Óñòîé÷èâûé óçåë

Ðèñ✳ ✶✳✷✳ ❮åóñòîé÷èâûé óçåë

Ðèñ✳ ✶✳✸✳ Ñåäëî

✼



ãäå C1, C2 ✕ ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå✱ Ĉ1, Ĉ2 ✕ íåêîòîðûå ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ýòèõ ïîñòîÿííûõ✳

✭à✮ ➴ñëè λ1,2 = p± iq, p < 0, q 6= 0, òî òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñïèðàëè✱ àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþùèåñÿ ïðè t → ∞ ê íà÷àëó êî✲
îðäèíàò❀ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ✭ñì✳ ✭✶✳✹✮✮
è íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ôîêóñîì✱ ðèñ✳ ✶✳✹✳

✭á✮ ➴ñëè λ1,2 = p ± iq, p > 0, q 6= 0, òî òðàåêòîðèè òàêèå æå✱ êàê è
â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå✱ íî ïðè t > 0 òî÷êà äâèæåòñÿ ïî íèì â ïðî✲
òèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè✱ ðèñ✳ ✶✳✺❀ òî÷êà ïîêîÿ ✕ íåóñòîé÷èâûé
ôîêóñ✳

✭â✮ ➴ñëè λ1,2 = ±iq,p = 0, q 6= 0, òî ðåøåíèå ✭✶✳✹✮ ✕ ïåðèîäè÷åñêîå❀
òðàåêòîðèÿìè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûå êðèâûå✱ îêðóæàþùèå òî÷êó ïî✲
êîÿ ξ = 0, η = 0✱ ðèñ✳ ✶✳✻❀ ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ✕ öåíòð✳ ❰í
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé òî÷êîé ïîêîÿ✱ ïîòîìó ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü òà✲
êèå ìàëûå C1, C2 â ðåøåíèå ✭✶✳✹✮ ïðè P = 0✱ ÷òî áóäåò âûïîëíåíî
ξ2(t) + η2(t) < ε2✱ ò✳å✳ çàìêíóòûå òðàåêòîðèè íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû
ε ✕ îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò✳ ➚ñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü â
ýòîì âàðèàíòå îòñóòñòâóåò✱ òàê êàê ξ(t) è η(t) íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
ïðè t→ ∞✳

✸✳ ✃îðíè êðàòíû✱ λ1 = λ2✳

✭à✮ ➴ñëè λ1 = λ2 < 0✱ òî â îáùåì ðåøåíèè

ξ = eλ1·t(C1α1 + C2β1), η = eλ1·t(C1α2 + C2β2t)

èìååòñÿ ìíîæèòåëü eλ1·t → 0 ïðè t→ ∞✳ Ýòî òî÷êà ïîêîÿ ✕ óñòîé÷è✲
âûé óçåë✱ è îíà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà✱ ðèñ✳ ✶✳✼❀ ïðè β1 = β2 = 0
èìååì äèêðèòè÷åñêèé óçåë✱ ðèñ✳ ✶✳✽✳

✭á✮ ➴ñëè λ1 = λ2 > 0✱ òî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ✕ íåóñòîé÷èâûé óçåë✱
ðèñ✳ ✶✳✾✱✶✳✶✵✳

Ñåïàðàòðèñíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ãðàíèöà îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ê ðàç✲
ëè÷íûì óñòîé÷èâûì îñîáûì òðàåêòîðèÿì✳ ❮àçâàíèå ”ñåïàðàòðèñà” ñâÿçàíî
ñ íàáëþäåíèåì✱ ÷òî ñåïàðàòðèñû✱ íàðÿäó ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè✱ äå✲
ëÿò ôàçîâóþ ïëîñêîñòü íà îáëàñòè ñ îäèíàêîâûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé✳
Ñåïàðàòðèñû ìîãóò âõîäèòü â ñîñòàâ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ òðàåêòîðèé✳

✽



Òàê✱ òðàåêòîðèÿ ìîæåò íàâèâàòüñÿ íà ”ïåòëþ ñåïàðàòðèñû” ✕ çàìêíóòóþ
êðèâóþ✱ îáðàçîâàííóþ òðàåêòîðèåé✱ ñòðåìÿùåéñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ñåäëó
êàê ïðè t→ −∞✱ òàê è ïðè t→ ∞✱ èëè íà ”ñåïàðàòðèñíûé êîíòóð ✭öèêë✮”
✕ çàìêíóòóþ êðèâóþ✱ ñîñòîÿùóþ èç íåñêîëüêèõ ñåïàðàòðèñ✱ ñîåäèíÿþùèõ
ñåäëà✳

Ðèñ✳ ✶✳✹✳ Óñòîé÷èâûé ôîêóñ

Ðèñ✳ ✶✳✺✳ ❮åóñòîé÷èâûé ôîêóñ

Ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè èç ïåòëè ñåïàðàòðèñû ìîæåò âîçíèêíóòü
ïðåäåëüíûé öèêë✿ ýòî îäèí èç îñíîâíûõ òèïîâ áèôóðêàöèé íà ïëîñêîñòè
✭ïî ýòîìó ïîâîäó ñì✳ äàëåå ï✳ ✷✳✷✮

✾



Ðèñ✳ ✶✳✻✳ Öåíòð

Ðèñ✳ ✶✳✼✳ Óñòîé÷èâûé óçåë

Ðèñ✳ ✶✳✽✳ ➘èêðèòè÷åñêèé óçåë

Ðèñ✳ ✶✳✾✳ ❮åóñòîé÷èâûé óçåë

✶✵



Ðèñ✳ ✶✳✶✵✳ ❮åóñòîé÷èâûé óçåë

✶✳✷ ❒åòîä ôàçîâîé ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

L

(

x,
dx

dt
,
d2x

dt2

)

= 0. ✭✶✳✺✮

➶âåäåì îáîçíà÷åíèå ẋ ≡ dx(t)/dt = y è çàïèøåì

d2x

dt2
=
dy

dt
= y

dy

dx
,

òîãäà ✭✶✳✺✮ ïðèìåò âèä L̂

(

x, y, dydx

)

= 0✳ ➴ãî îáùèé èíòåãðàë ψ(x, y, C) = 0

äàåò â ïëîñêîñòè (x, y) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ y = ψ(x, C)✳
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✺✮ {x(t), y(t)} ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êîé íà ôà✲
çîâîé ïëîñêîñòè (x, y) è õàðàêòåðèçóåò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëîæå✲
íèå è ñêîðîñòü òî÷êè✳ Ïðè t ≥ 0 èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü
ôàçîâîé òðàåêòîðèè y = ψ(x, C)✱ ✭ðèñ✳✶✳✶✶✮✳ ➶ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ẋ =
dx/dt > 0✱ ïîýòîìó èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ â ñòîðîíó âîçðàñòà✲
þùèõ çíà÷åíèé x✱ à â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (ẋ < 0) ✲ â ñòîðîíó óáûâàþùèõ
çíà÷åíèé x✳ ➴ñëè äâèæåíèå✱ îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì ✭✶✳✺✮ ïåðèîäè÷åñêîå✱
òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ✕ çàìêíóòàÿ✳ ➘ëÿ âñåâîçìîæíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà C ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü âîçìîæíûõ
äâèæåíèé✱ îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì ✭✶✳✺✮✳

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò îáùèé àëãîðèòì ïðèìåðîì✳ Ðàññìîòðèì ñíà✲
÷àëà õîðîøî èçâåñòíîå óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé

ẍ+ ω2x = 0. ✭✶✳✻✮

✶✶



Óìíîæèì ✭✶✳✻✮ íà ẋ è ïðîèíòåãðèðîâàâ✱ íàéäåì èíòåãðàë ýíåðãèè

ẋ2

2
+
ω2x2

2
= C, ✭✶✳✼✮

ãäå Ñ ✕ ïîñòîÿííàÿ ýíåðãèè✳ ➪åç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðèìåì äàëåå✱ ÷òî
ëèáî x(0) = 0 è òîãäà C = T (0) = 1

2(ẋ(0))
2 ëèáî ẋ(0) = 0 è òîãäà C =

Π(0) = 1
2ω

2x2(0). ➮ç ✭✶✳✼✮ íàõîäèì

ẋ = ± [2C − F (x)]
1

2 , F (x) = ω2x2 ✭✶✳✼✯✮

Ðèñ✳ ✶✳✶✶✳ ➘âèæåíèå òî÷êè âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè

➬äåñü ❚ ✕ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ✱ Ï ✕ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ✳ Ôàçî✲
âûå òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ ✭✶✳✻✮ îïðåäåëÿåòñÿ èç ✭✶✳✼✮✳ ➶ ïëîñêîñòè (F, x)
ïîñòðîèì êðèâóþ F = F (x) è ïðîâåäåì ïðÿìóþ F = 2C✳ ßñíî✱ ÷òî ðàçíîñòü
2C − F (x) äàåò ẋ2✳ Ïîðÿäîê ïîñòðîåíèé ýòèõ êðèâûõ óêàçàí íà ðèñ✳✶✳✶✷✳
✃àæäîé ïàðå çíà÷åíèé x, y = ẋ ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ïî✲
ñòîÿííîé C✱ ïîýòîìó ôàçîâûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êðèâûìè✳
➬íà÷èò✱ âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✻✮ ✕ ïåðèîäè÷åñêèå✳ Ýòî âèäíî íåïîñðåä✲
ñòâåííî èç ðåøåíèÿ x = A sin(ωt+β)✳ ➘âèãàÿñü âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè✱
èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âåðíåòñÿ â íà÷àëüíîå ñîñòîÿ✲
íèå x = x0, ẋ = y0✳ Óðàâíåíèå ✭✶✳✻✮ íå ñîäåðæèò ÿâíî àðãóìåíò t✱ ïîýòîìó
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áóäóò ïîðîæäàòü òî æå äâèæåíèå✱ êîòîðîå òîëüêî ÷òî
çàêîí÷èëîñü â ýòîé òî÷êå✳ ➶äîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà
äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè✱ óêàçàííîì ñòðåëêîé ✭ðèñ✳ ✶✳✶✷✮✿ â ñòîðîíó âîçðàñ✲
òàíèÿ çíà÷åíèé x â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè✱ â ñòîðîíó óáûâàþùèõ x ✕ â
íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè✳

✶✷



Ðèñ✳ ✶✳✶✷✳ Ïîðÿäîê ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëó ✭✶✳✼✯✮

Ðèñ✳ ✶✳✶✸✳ ➘åôîðìèðîâàííûå ïàðàáîëû

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå ✭✶✳✻✮ â âèäå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ✭✶✳✶✮✿

ẋ = y, ẏ = −ω2x.

Òî÷êà x = 0, y = 0 îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ✳ ➮ìååì✿

a11 = 0, a12 = −1, a21 = −ω2, a22 = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ✭✶✳✷✮ âûãëÿäèò òàê✿

λ2 + ω2 = 0,

ò✳å✳ èìååì ñëó÷àé ✷ èç ï✳✶✳✶✳ Ýòà îñîáàÿ òî÷êà ✕ öåíòð✳
➴ñëè ó÷èòûâàòü ñîïðîòèâëåíèå ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû ñ îäíîé ñòå✲

ïåíüþ ñâîáîäû✱ òî ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẍ+ 2nẋ+ ω2x = 0. ✭✶✳✽✮

✶✸



Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

ẋ = y, ẏ = −2ny − ω2x

è åå ôàçîâûé ïîòðåò êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò âàðèàíòà ✭✶✳✻✮✳ Ïðåäî✲
ñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû✿ ✶✮ íà
ïëîñêîñòè x, y ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðè n < ω ñïèðà✲
ëè✱ ñêðó÷èâàþùèåñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò✱ ðèñ✳ ✶✳✹❀ ✷✮ äâèãàÿñü ïî ëþáîé
èç ýòèõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé✱ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà àñèìïòîòè÷åñêè ✭ïðè
t → ∞✮ ïðèáëèæàåòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò✱ ãäå íàõîäèòñÿ îñîáàÿ òî÷êà ✕
óñòîé÷èâûé ôîêóñ✳

➴ñëè êîýôôèöèåíò âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ äîñòàòî÷íî âåëèê n > ω✱
òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äâèæåíèå çàòóõàåò ïî ýêñïîíåíöèàëü✲
íîìó çàêîíó✳ ➶ ñàìîì äåëå✱ îáùåå ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä✿

x = C1e
p1·t + C2e

p2·t, p1,2 = −n±
√

n2 − ω2 < 0.

Ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ

y − p1x = C(y − p2x)
p2/p1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà ïëîñêîñòè x, y äåôîðìèðîâàííûå ïàðàáîëû✱ êàñàþ✲
ùèåñÿ ïðÿìîé y = p1x â íà÷àëå êîîðäèíàò✱ ðèñ✳ ✶✳✶✸✱ ãäå ñòðåëêàìè îò✲
ìå÷åíî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè✳ ❰ñîáàÿ òî÷êà ýòîãî
ñåìåéñòâà ✕ â íà÷àëå êîîðäèíàò è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñòîé÷èâûé óçåë✳

➴ñëè n = ω✱ òî èìååì ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïàðàáîëè÷å✲
ñêîãî òèïà✿ x = e−nt(C1t + C2), y = ẋ❀ â íà÷àëå êîîðäèíàò ✕ óñòîé÷èâîé
òî÷êà ïîêîÿ òèïà óçëà✳

➶ûâîä✿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â îáëàñòè
ïîëîæèòåëüíîãî òðåíèÿ n > 0 ñèñòåìà✱ îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì ✭✶✳✽✮✱ îá✲
ëàäàåò åäèíñòâåííûì ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ❀ ïðè
ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå ✭ïåðèîäè÷åñêèå
èëè àïåðèîäè÷åñêèå✮ äâèæåíèÿ✳

✶✳✸ Ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè

Ðàññìîòðèì ìàÿòíèê✱ òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ãàðìîíè÷åñêè êîëåá✲
ëåòñÿ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà O1X1Z1✳ ❰áñóäèì äâà
âàðèàíòà✿ ãîðèçîíòàëüíîå è âåðòèêàëüíîå êîëåáàíèÿ òî÷êè ïîäâåñà✳

✶✹



➹îðèçîíòàëüíîå êîëåáàíèå òî÷êè ïîäâåñà ✭ðèñ✳ ■✳✼✮✿ x0 = b cos pt✳ ➶îñ✲
ïîëüçóåìñÿ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà OXZ✱ â êîòîðîé òî÷êà ïîä✲
âåñà ìàÿòíèêà ïîêîèòñÿ✿

Jϕ̈ = −mgℓ sinϕ−mẍ0ℓ cosϕ, ✭✶✳✾✮

ãäå J = mℓ2 ✕ ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà✱ ϕ ✕ óãîë îòêëîíåíèÿ îò âåðòèêà✲
ëè✱ (−mẍ)✕ ñèëà èíåðöèè✱ m✕ ìàññà✱ ℓ✕äëèíà ìàÿòíèêà✳ Ïðè ìàëûõ êîëå✲
áàíèÿõ âáëèçè çíà÷åíèÿ ϕ = 0 ïðèáëèæåííî èìååì sinϕ ∼= φ✱ cosϕ ∼= 1✱ è
óðàâíåíèå ✭✶✳✾✮ ïðèíèìàåò âèä✿

ϕ̈+
g

ℓ
ϕ = −bp

2

ℓ
cos pt. ✭✶✳✶✵✮

Ðèñ✳ ✶✳✶✹✳ ➹îðèçîíòàëüíîå êîëåáàíèå òî÷êè ïîäâåñà

ßñíî✱ ÷òî ýòî îáû÷íîå óðàâíåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé✱ ïðîèñõî✲
äÿùèõ ïîä äåéñòâèåì çàäàííîé ãàðìîíè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû✳

➶åðòèêàëüíîå êîëåáàíèå òî÷êè ïîäâåñà ✭✶✳✶✺✮✿ z0 = b cos pt✳ Óðàâ✲
íåíèå äâèæåíèÿ â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà OXZ ñ ó÷åòîì ñèëû
èíåðöèè (−mz̈0) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå✿

Jϕ̈ = −mgℓ sinϕ−mz̈0ℓ sinϕ.

Ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ èìååì ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå✿

ϕ̈+

(

g + z̈0
ℓ

)

ϕ = 0, z̈0 = −bp2 cos pt,

✶✺



Ðèñ✳ ✶✳✶✺✳ ➶åðòèêàëüíîå êîëåáàíèå òî÷êè ïîäâåñà

ϕ̈+
(

g − bp2 cos pt
) ϕ

ℓ
= 0. ✭✶✳✶✶✮

Ýòî óðàâíåíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ✭✶✳✶✵✮✿ â ïðàâîé ÷àñòè íåò
ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû✱ è îò âðåìåíè çàâèñèò êîýôôèöèåíò ïðè íåèç✲
âåñòíîé ôóíêöèè ϕ(t)✳ Òàêèì îáðàçîì✱ çäåñü âíåøíåå âîçäåéñòâèå èçìåíÿåò
ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû✳

➶îçíèêíîâåíèå êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ ïà✲
ðàìåòðîâ íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçáóæäåíèåì êîëåáàíèé✱ à ñàìè
êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè✳

➘àäèì åùå ïðèìåð ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé✳ Ïóñòü ó ìàòåìàòè✲
÷åñêîãî ìàÿòíèêà äëèíà ℓ ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ✭ðèñ✳✶✳✶✻✮✿
ℓ = ℓ0 + b cos pt✳ Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä✿

d

dt
(Jϕ̇) = −mgℓ sinϕ, J = mℓ2(t).

➘ëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êî✲
ýôôèöèåíòàìè✿

ϕ̈+
(−2)

ℓ
bp sin pt · ϕ̇+

g

ℓ
ϕ = 0. ✭✶✳✶✷✮

❰áñóäèì íåêîòîðûå ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà êîëåáàíèé ñèñòåìû ñ
ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè✳ Ïóñòü êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ

✶✻



Ðèñ✳ ✶✳✶✻✳ Ïðèìåð ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé

Ðèñ✳ ✶✳✶✼✳ Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✸✮

Ðèñ✳ ✶✳✶✽✳ Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✹✮

ñâîáîäû îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì

ẍ+ f(t)x = 0, f(t) ≥ 0,

ãäå f(t) ✕ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè✳ ➴ñòåñòâåííî✱ ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìî✲
äåëèðóåò êîëåáàíèÿ ãðóçà íà ïðóæèíå✱ æåñòêîñòü êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì✳ Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ ëèíåéíûìè êîëåáàíèÿìè✱ ìîæíî áûëî

✶✼



áû ââåñòè ïîíÿòèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû

ω(t) = [f(t)]
1

2

è óòâåðæäàòü✱ ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè òàêîé ìàÿòíèê ãàðìîíè÷åñêè
êîëåáëåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ω(t)✳ Ýòîò óïðîùåííûé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ ïðèíöè✲
ïîì ”çàìîðàæèâàíèÿ” êîýôôèöèåíòîâ✳

Ñóòü äåëà â òîì✱ ÷òî àíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà ñèñòåìû ñ ïåðåìåííû✲
ìè ïàðàìåòðàìè✱ îïèðàÿñü íà ñâîéñòâà ñèñòåìû ñ ”çàìîðîæåííûìè” êîýô✲
ôèöèåíòàìè â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ✳ Ïîêàæåì✱ ÷òî ýòî ìîæåò ïðèâåñòè íå
òîëüêî ê êîëè÷åñòâåííûì✱ íî è ê ãðóáûì êà÷åñòâåííûì îøèáêàì✳

➘îïóñòèì✱ ÷òî ìàÿòíèê êîëåáëåòñÿ ïîä äåéñòâèåì âîññòàíàâëèâàþ✲
ùåé ñèëû ✭àíàëîã ñèëû óïðóãîñòè✮✱ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé êâàäðàòó
âðåìåíè✱ F ∼ (−x/t2))❀ òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òàêîå✿

ẍ+
x

t2
= 0. ✭✶✳✶✸✮

Ðåøåíèå èùåì â âèäå ñòåïåííîé ôóíêöèè x = tλ è ïîñëå ïîäñòàíîâêè
â ✭✶✳✶✸✮ ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 − λ+ 1 = 0✱ îòêóäà

λ1,2 =
1

2
± i

2

√
3.

➘âà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✸✮ ìîæíî òåïåðü ïðåä✲
ñòàâèòü â ôîðìå

x1 = C1 exp(λ1 ln t), x2 = C2 exp(λ2 ln t); C1, C2 − const.

Ïåðåõîäÿ ïî ôîðìóëàì Ýéëåðà ê äåéñòâèòåëüíûì âåëè÷èíàì✱ ïîëó÷àåì

x̃1 = B1t
1

2 cos

(
√
3

2
ln t

)

, x̃2 = B2t
1

2 cos

(
√
3

2
ln t

)

; B1, B2 − const.

➬íà÷èò✱ êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå✱ îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì ✭✶✳✶✸✮✱ ïðåäñòàâ✲
ëÿåòñÿ â âèäå

x(t) = x̃1 + x̃2 = t
1

2

[

B1 cos

(
√
3

2
ln t

)

+B2 sin

(
√
3

2
ln t

)]

. ✭✶✳✶✹✮

➬àâèñèìîñòü ✭✶✳✶✹✮ ïîêàçàíà íà ✭✶✳✶✼✮ ➶èäíî✱ ÷òî àìïëèòóäà êîëåáà✲
íèé ïðîïîðöèîíàëüíà t

1

2 ✱ ò✳å✳ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè t ≥ 0✳ ❒ãíîâåí✲
íàÿ ÷àñòîòà ω =

√
3 ln t/2t ñ ðîñòîì âðåìåíè óìåíüøàåòñÿ✱ ω → 0, t→ ∞✳

✶✽



➮ ýòî íåñìîòðÿ íà òî✱ ÷òî âîññòàíàâëèâàþùàÿ ñèëà âñåãäà îòðèöàòåëüíà✱
ò✳å✳ ïðîòèâîäåéñòâóåò îòêëîíåíèþ òî÷êè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ✳

Ñëåäîâàòåëüíî✱ ïðèìåíÿÿ ”çàìîðîæåííûå” êîýôôèöèåíòû è äåéñòâóÿ
ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìàìè✱ èìåþùèìè ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû✱ ìû ïîëó÷èëè
áû ñîâåðøåííî íåâåðíûé ðåçóëüòàò✳

➘îïóñòèì äàëåå✱ ÷òî íà ìàÿòíèê ✭✶✳✶✸✮ äåéñòâóåò äèññèïàòèâíàÿ ñè✲
ëà ✭ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ✮ R ∼ (−ẋ/t)✿

ẍ+
ẋ

t
+
x

t2
= 0. ✭✶✳✶✺✮

Ðåøåíèå ñòðîèì✱ êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå✱ â âèäå x = tλ✱ ãäå λ2+1 = 0✱
à â èòîãå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✺✮ ïîëó÷àåòñÿ òàêèì✿

x = A1 cos ln t+ A2 sin ln t.

Ýòîò âàðèàíò êîëåáàíèé ïîêàçàí íà ✭ðèñ✳✶✳✶✽✮ ❰êàçûâàåòñÿ✱ ÷òî íåñìîò✲
ðÿ íà äåéñòâèå äèññèïàòèâíîé ñèëû✱ êîëåáàíèå ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé
àìïëèòóäîé✱ à íå çàòóõàåò✱ â îòëè÷èå îò ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåò✲
ðàìè✳ ❒ãíîâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñ ðîñòîì âðåìåíè óáûâàåò äî íóëÿ✿
(ln t)/t→ ∞✳

➮òàê✱ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè òðåáóþò ñà✲
ìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ✳

✶✳✹ Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

Ñëåäóÿ ➚✳➚✳ ➚íäðîíîâó è ❐✳➮✳ ❒àíäåëüøòàìó✱ ðàññìîòðèì ìàòåìà✲
òè÷åñêèé ïîäõîä ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì âèäà

ẍ+ g(t)ẋ+ ω2(t)x = 0, ✭✶✳✶✻✮

ãäå g(t), ω2(t) ✕ ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè✱ τ ✕ ïåðèîä✿

g(t+ τ) = g(t), ω2(t+ τ) = ω2(t).

Ðàíåå ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✶✮✱ ✭✶✳✶✷✮ ✕ ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ
✭✶✳✶✻✮✳ Ïðåäëàãàåì äàëåå✱ ÷òî äëÿ ✭✶✳✶✻✮ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå✱
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì t = 0 : x = x0, ẋ = ẋ0✳ ➮çâåñòíî✱
÷òî îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = C1x1 + C2x2,

✶✾



ãäå x1(t), x2(t)✕ ëèíåéíî✲íåçàâèñèìûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâ✲
íåíèÿ ✭✶✳✶✻✮✱ C1, C2 ✕ ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå✳ ➘âà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ
ϕ(t), ψ(t) óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✻✮✱ êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
âèäà

{

ϕ(0) = 1, ψ(0) = 0,

ϕ̇(0) = 1, ψ̇(0) = 1,
✭✶✳✶✼✮

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî✲íåçàâèñèìûìè✱ ò✳å✳ îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó✳
➶ ñàìîì äåëå✱ îïðåäåëèòåëü ➶ðîíñêîãî îòëè÷åí îò íóëÿ✿

W =

∣

∣

∣

∣

x1 x2
ẋ1 ẋ2

∣

∣

∣

∣

= W (0) exp

[

−
∫ t

0
g(t)dt

]

6= 0, W (0) =

∣

∣

∣

∣

1 0
0 1

∣

∣

∣

∣

= 1.

➬íà÷èò✱ âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñè✲
ìîñòè ôóíêöèé ϕ(t), ψ(t)✳

Òåïåðü äîêàæåì ✱÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå x1(t) óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✻✮✱
äëÿ êîòîðîãî

x1(t+ τ) = sx1(t), s = const. ✭✶✳✶✽✮

➴ñëè ✭✶✳✶✽✮ âåðíî✱ òî

x1(t+ nτ) = snx1(t).

Ïóñòü ϕ(t), ψ(t) ✕ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✻✮✳ Ïåðèîäè÷íîñòü êîýô✲
ôèöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ ãàðàíòèðóåò✱ ÷òî ôóíêöèè ϕ(t + τ), ψ(t + τ)
òîæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè✱ êîòîðûå✱ åñòåñòâåííî✱ ìîæíî âûðàçèòü ëèíåéíî
÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ϕ(t), ψ(t)✿

{

ϕ(t+ τ) = aϕ(t) + bψ(t),
ψ(t+ τ) = cϕ(t) + d · ψ(t), a, b, c, d− const. ✭✶✳✶✾✮

➬àïèñàâ ýòè ôîðìóëû✱ à òàêæå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ϕ̇(t+ τ), ψ̇(t+ τ)
ïðè t = 0✱ ñ ó÷åòîì ✭✶✳✶✼✮ íàõîäèì

a = ϕ(τ), b = ϕ̇(τ), c = ψ(τ), d = ψ̇(τ).

➶îçüìåì ðåøåíèå
x = Aϕ(t) + Bψ(t) ✭✶✳✷✵✮

è ïîäáåðåì ïîñòîÿííûå A è B òàê✱ ÷òîáû ✭✶✳✶✽✮ áûëî âûïîëíåíî✳ ➘îáàâëÿÿ
✭✶✳✷✵✮ â ✭✶✳✶✽✮✱ èìååì✿

Aϕ(t+ τ) + Bψ(t+ τ) = s [Aϕ(t) + Bψ(t)]

✷✵



èëè✱ ñ ó÷åòîì ✭✶✳✶✾✮✱

[A(a− s) + Bc]ϕ(t) + [Ab+B(d− s)]ψ(t) = 0, t ≥ 0.

Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíê✲
öèÿõ ϕ✱ ψ äàþò ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó äëÿ A è
B✿

A(a− s) + Bc = 0, Ab+B(d− s) = 0.

❰òñþäà íàéäåì íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå✱ êîãäà
îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí íóëþ✿

∣

∣

∣

∣

a− s c
b d− s

∣

∣

∣

∣

= 0, s2 − ps+ q = 0, p = a+ d, q = ad− bc.

Ïóñòü s1✱ s2 ✕ êîðíè ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ✱ òîãäà íàõîäèì

A

B
=

(−c)
(a− s1)

,
A

B
=

(−c)
(a− s2)

.

➮ìåííî ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ A/B ðåøåíèå ✭✶✳✷✵✮ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
✭✶✳✶✽✮✳ ➴ñëè s1 6= s2✱ òî ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ
x1(t), x2(t)✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó ✭✶✳✶✽✿

x1(t+ τ) = s1x1(t), x2(t+ τ) = s2x2(t).

➬àéìåìñÿ òåïåðü èçó÷åíèåì ñòðóêòóðû îáùåãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâ✲
íåíèÿ ✭✶✳✶✻✮✳ ➶ìåñòî êîðíåé s1, s2 ✭âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíûõ✮ ââåäåì
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè λ1, λ2✿

s1 = exp(λ1τ), s2 = exp(λ2τ).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìó çàïèñè

s = a1 + ib1, λ = α + iβ, x = ξ + iη

ïîëó÷àåì

s = exp(ατ) · exp(iβτ), x(t+ τ) = x(t) exp(ατ) · exp(iβτ).

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà îçíà÷àåò✱ ÷òî â ïëîñêîñòè ξ, η âåêòîð x(t) çà
âðåìÿ τ ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë βτ ✱ à äëèíà åãî ïðè α > 0 óâåëè÷èâàåòñÿ✱

✷✶



ïðè α < 0 ✕ óìåíüøàåòñÿ❀ ïðè α = 0 âåêòîð çà âðåìÿ τ ïîâîðà÷èâàåòñÿ✱
à äëèíà åãî íå èçìåíÿåòñÿ✳ ➬àìå÷àÿ✱ ÷òî α = (ln |s|)/τ ✱ äåëàåì âûâîä✿ ïðè
α > 0 áóäåò |s| > 1✱ èìååì âîçðàñòàþùåå ñî âðåìåíåì ðåøåíèå ❀ ïðè α < 0
áóäåò |s| < 1✱ ò✳å✳ ðåøåíèå ñ ðîñòîì t óáûâàåò❀ ïðè α = 0✱ |s| = 1✱ ò✳å✳
ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîå✳

➮òàê✱ åñëè |s1| < 1, |s2| < 1✱ òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✻✮ çàòó✲
õàþò ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ x = 0, ẋ = 0. ➴ñëè æå õîòü îäèí èç ìîäóëåé
|s1| ëèáî |s2| ïðåâîñõîäèò åäèíèöó✱ ñóùåñòâóåò íàðàñòàþùåå ðåøåíèå✱ ò✳å✳
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâîå✳

Ôóíêöèÿ
Φ(t) = x(t) exp(−λt)

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì τ ✱ åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ✭✶✳✶✽✮✿

x1(t+ τ) = exp(λτ)x(t).

Óáåäèìñÿ â ýòîì íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè✿

Φ(t+ τ) = x(t+ τ) exp(−λ(t+ τ)) =

= x(t+ τ) exp(−λτ) exp(−λt) = x(t) exp(−λt) = Φ(t).

➬íà÷èò✱ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé èìååò âèä

x1(t) = Φ1(t) exp(λ1t), x2(t) = Φ2(t) exp(λ2t),

ãäå Φ1(t), Φ2(t) ✕ ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì τ ✳
➶ûâîä✿ åñëè s1 6= s2✱ òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✻✮ äàåòñÿ

âûðàæåíèåì

x(t) = C1Φ1(t) exp(λ1t) + C2Φ2(t) exp(λ2t). ✭✶✳✷✶✮

➴ñëè s1 = s2✱ òî îáùåå ðåøåíèå òàêîå✿

x(t) = (C1 + tC2) exp(λt)Φ(t).

Ïðîàíàëèçèðóåì ðåøåíèå ✭✶✳✷✶✮✳ ➮ìååì✿

λ1 = α1 + iβ1, λ2 = α2 + iβ2.

Òàêèì îáðàçîì✱ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ✭✶✳✷✶✮ çàâèñèò îò α1, α2✳ ➴ñëè çà íà✲
÷àëüíûå óñëîâèÿ âçÿòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ✿ t = 0, x = 0, ẋ = 0✱ òî

✷✷



C1 = 0, C2 = 0✱ è òîãäà x(t) ≡ 0, t ≥ 0✳ Ýòî çíà÷èò✱ ÷òî ïàðàìåòðû
ñèñòåìû ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè✱ íî ñèñòåìà îñòàåòñÿ â ïîëî✲
æåíèè ðàâíîâåñèÿ✳ ➘îïóñòèì òåïåðü✱ ÷òî ñèñòåìà âûâåäåíà èç ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ✳

➴ñëè α1 < 0, α2 < 0✱ òî ôóíêöèÿ x(t) â ✭✶✳✷✶✮ ñ ðîñòîì âðåìåíè
óáûâàåò çà ñ÷åò ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîæèòåëåé exp(α1,2t)✱ ïîëîæåíèå ðàâ✲
íîâåñèÿ ✕ óñòîé÷èâîå✳ ➴ñëè α1 = α2 = 0✱ òî ðåøåíèå ✕ ïåðèîäè÷åñêîå✳ ➴ñëè
α1 > 0✱ C1 6= 0✱ òî àìïëèòóäà ðåøåíèÿ ✭✶✳✷✶✮ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò✱
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ✕ íåóñòîé÷èâîå❀ âîçíèêàåò ïàðàìåòðè÷åñêèé ðå✲
çîíàíñ✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå✱ ñèñòåìà✱ êîòîðóþ âûâåëè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ✱
àâòîìàòè÷åñêè ñåáÿ ðàñêà÷èâàåò✿ êîëåáàíèÿ ñ êàæäûì íîâûì ïåðèîäîì óâå✲
ëè÷èâàþòñÿ✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî óñëîâèå α = 0 õàðàêòåðèçóåò ñâÿçü ìåæäó íåêî✲
òîðûìè ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè✱ õàðàêòåðèçóþùèìè êîíêðåòíóþ ìåõà✲
íè÷åñêóþ ñèñòåìó✱ ïîýòîìó ñëåäóåò ãîâîðèòü î íàëè÷èè îáëàñòåé ïàðàìåò✲
ðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà✱ à íå îòäåëüíûõ òî÷êàõ❀ ÿñíî✱ ÷òî ìîæíî óêàçàòü áåñ✲
êîíå÷íî ìíîãî òàêèõ îáëàñòåé✳ ❮àïðèìåð✱ â óðàâíåíèè ✭✶✳✶✶✮ ïîñòîÿííûìè
ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ω2 = g/ℓ, ε = −bp2/ℓ,à òàêæå ÷àñòîòà p âåðòè✲
êàëüíûõ êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà ìàÿòíèêà✳ Ïðè ôèêñèðîâàííîì ω ñóùå✲
ñòâóåò áåñêîíå÷íîå ✭ñ÷åòíîå✮ ÷èñëî îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â
ïëîñêîñòè ✭ε, p✮✳ ✃àæäàÿ òî÷êà òàêîé îáëàñòè õàðàêòåðèçóåò ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ε, p, ω✱ ïðè êîòîðîì êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñ✲
òàþùåé àìïëèòóäîé✳

✶✳✺ Óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé

Ïðè àíàëèçå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✸✮✱ êîãäà íà ìàÿòíèê äåéñòâóåò
âîçâðàùàþùàÿ ñèëà✱ ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì âðåìåíè✱ áûëî îáíà✲
ðóæåíî íåîãðàíè÷åííîå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû✳ ➶ òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåí✲
íîì ïðèìåðå ñ óðàâíåíèåì ✭✶✳✶✶✮✱ êîãäà âîçðàñòàþùàÿ ñèëà õàðàêòåðèçó✲
åòñÿ ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé è ïåðèîäè÷åñêîé✱ òàêæå èìåþòñÿ îáëàñòè✱ â
êîòîðûõ êîëåáàíèÿ íåóñòîé÷èâû✳

Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêîòîðûõ òè✲
ïîâ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ❬✷❪✳ Ïîÿñíèì ñóùíîñòü ïðîáëåìû✳ ➶îçüìåì
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà

ẍ+ (1 + ϕ(t))x = 0. ✭✶✳✷✷✮

✷✸



❰êàçûâàåòñÿ✱ ÷òî äàæå åñëè ôóíêöèÿ ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì âåñü✲
ìà ñèëüíûì òðåáîâàíèÿì✿

lim
t→∞

ϕ(t) = 0, lim
t→∞

dkϕ

dtk
= 0, k ≥ 1,

òî è òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✷✮ ìîæåò ñäåëàòüñÿ íåîãðàíè÷åííûì✳
➶ ñàìîì äåëå✱ ïóñòü

ϕ = 3g sin t− ġ cos t− g2 cos2 t,

ôóíêöèÿ g(t) ïðîèçâîëüíà✳ ❮åòðóäíî ïðîâåðèòü✱ ÷òî óðàâíåíèþ ✭✶✳✷✷✮ óäî✲
âëåòâîðÿåò ðåøåíèå âèäà

x = A(t) cos t; A(t) = exp

∫ t

0
g(z) cos zdz.

➶îçüìåì çäåñü g(t) = t−1 cos t✱ è äëÿ àìïëèòóäû ïîëó÷èì âûðàæåíèå

A(t) = exp

∫ t

0
z−1 cos2 zdz,

êîòîðîå äàåò íåóñòîé÷èâîñòü✿ A→ ∞, t→ ∞✳
➬àéìåìñÿ òåïåðü äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè îãðàíè÷åííîñòè êîëåáà✲

íèé✳ Ïóñòü äâèæåíèå ìàÿòíèêà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ✭✶✳✶✻✮✿

ẍ+ g(t)ẋ+ ω2(t)x = 0,

â êîòîðîì ôóíêöèÿ ω(t) > 0 ìîíîòîííàÿ✳ Ïåðåéäåì îò àðãóìåíòà t ê àðãóìåíòóτ ✿

dτ

dt
= ω(t),

d

dt
= ω(t)

d

dτ
,
d2

dt2
= ω

d

dτ

(

ω
d

dτ

)

,

ãäå τ = τ(t) ✕ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè✳ Òîãäà ✭✶✳✶✻✮
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå✿

d2x

dτ2
+

(

dω

dτ
+ g

)

ω−1dx

dτ
+ x = 0. ✭✶✳✷✸✮

➶âåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

E =
1

2

[

(

dx

dτ

)2

+ x2

]

.

✷✹



➴ñëè E(τ) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé✱ òî è êàæäàÿ èç ôóíêöèé x è dx/dτ
îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïðè t → ∞✳ Ïîäñ÷èòûâàåì ïðîèçâîäíóþ dE/dτ ✱
âçÿâ âûðàæåíèå äëÿ d2x/dτ2 èç ✭✶✳✷✸✮ ✿

dE

dτ
=
dx

dτ
· d

2x

dτ2
+ x

dx

dτ
= −

(

dx

dτ

)2

ω−1

(

dω

dτ
+ g

)

,

ω > 0,
dω

dτ
= ω−1dω

dt
=
d lnω

dt
.

Ñëåäîâàòåëüíî✱ ïîëó÷èì íå âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ E(τ)✱ ò✳å✳ dE/dτ ≤ 0✱
åñëè g + (dω/dτ) ≥ 0✳

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò✿ äëÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé óðàâ✲
íåíèÿ ✭✶✳✶✻✮ äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè êîýôôèöèåí✲
òû ýòîãî óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿëè íåðàâåíñòâó

1

ω

dω

dt
+ g ≥ 0. ✭✶✳✷✹✮

❮àïðèìåð✱ â óðàâíåíèè ✭✶✳✶✺✮✿ g = 1/t, ω = 1/t, ò✳å✳ g+ ω−1(dω/dτ) = 0✱ è
óñëîâèå ✭✶✳✷✹✮ âûïîëíåíî✱ ðèñ✳ ✶✳✶✽✳

Òåïåðü èçó÷èì êëàññ äâèæåíèÿ✱ îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì ✭✶✳✷✷✮✳ ❮àé✲
äåì óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè ϕ(t)✱ îáåñïå÷èâàþùèå îãðàíè÷åííîñòü ýòèõ êî✲
ëåáàíèé✳

❐åììà✳ ➴ñëè u(t), υ(t) ✕ íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè✱ è äëÿ ïðîèç✲
âîëüíîãî t ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

u(t) ≤ C +

∫ t

0
uυdt, C ≡ const, ✭✶✳✷✺✮

òî âåðíà îöåíêà✿

u(t) ≤ C expV, V =

∫ t

0
υ(t)dt. ✭✶✳✷✻✮

➘îêàçàòåëüñòâî✳ Óìíîæèì íåðàâåíñòâî ✭✶✳✷✺✮ íà υ è çàïèøåì åãî
â âèäå

uυ

w
≤ υ, w = C +

∫ t

0
uυdt.

➘ëÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðèìåíèì òàêóþ ôîðìó çàïèñè✿

dw/dt

w
≤ υ.

✷✺



❰òñþäà✱ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ✱ èìååì✿
∫ t

0

dw/dt

w
dt ≤ V (t), [lnw − lnw(o)] ≤ V (t), C = w(0).

Ïîòåíöèðîâàíèå äàåò✿ w ≤ C expV ✱ òîãäà ñ ó÷åòîì ✭✶✳✷✺✮ ïîëó÷àåì

u ≤ C +

∫ t

0
uυdt ≤ C expV,

ò✳å✳ ✭✶✳✷✻✮ ✕ âåðíî✳ ❐åììà äîêàçàíà✳
Òåîðåìà✳ ➘ëÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✷✮ äîñòàòî÷✲

íî✱ ÷òîáû èíòåãðàë
∫ t

0
|ϕ̇|dt

ñõîäèëñÿ✳
➘îêàçàòåëüñòâî✳ Ïóñòü |ϕ̇(t)| < 1✳ Óìíîæèì óðàâíåíèå ✭✶✳✷✷✮ íà

ẋ✱ ïðîèíòåãðèðóåì åãî

d

dt

(

ẋ2 + x2

2

)

= −ϕxẋ,

(

ẋ2 + x2

2

)t

0

= − ϕx2

2

∣

∣

∣

∣

t

0

+
1

2

∫ t

0
ϕ̇x2dt

è íàéäåì ïåðâûé èíòåãðàë✿

ẋ2

2
+
x2

2
(1 + ϕ) = C +

1

2

∫ t

0
ϕ̇x2dt, C =

[

ẋ2

2
+
x2

2
(1 + ϕ)

]

t=0

> 0.

❰òñþäà âèäíî✱ ÷òî

x2

2
(1 + ϕ) ≤ C +

1

2

∫ t

0
|ϕ̇|x2dt.

Ïóñòü ϕ(t) → 0 ïðè t → ∞✳ ßñíî✱ ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t áóäåò
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1 + ϕ) ≥ 1

2 ✳ Òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî òðàíñ✲
ôîðìèðóåòñÿ â òàêîå✿

x2

4
≤ C +

4

2

∫ t

0
|ϕ̇|x

2

4
dt. ✭✶✳✷✼✮

✷✻



❰áîçíà÷èì çäåñü u = x2/4, υ = 2|ϕ̇|✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ íåðàâåíñòâî ✭✶✳✷✼✮
ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîìó íåðàâåíñòâó ✭✶✳✷✺✮ òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåììû✳
Òåïåðü îñòàåòñÿ çàïèñàòü èòîãîâóþ îöåíêó ✭✶✳✷✻✮ â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ✿

x2

4
≤ C · exp

∫ t

0
2|ϕ̇|dt.

Òåîðåìà äîêàçàíà✳
Ïðèìåð✳ Ïóñòü êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïèñû✲

âàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ✭✶✳✶✻✮✱ â êîòîðîì

g = g0 exp(−αt), ω = ω0 exp(−αt/2), α > 0, g0 > 0.

➶ ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ✭✶✳✷✹✮ èìååò âèä✿

ĝ ≡ g +
1

ω

dω

dt
= g0e

−αt − α

2
.

❰÷åâèäíî✱ ÷òî ïðè

t∗ =
1

α
ln

2g0
α

> 0

áóäåò ĝ(t∗) = 0✱ à ïðè t > t∗ > 0 ïîëó÷àåì ĝ(t) < 0✱ ò✳å✳ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
óñòîé÷èâîñòè ✭✶✳✷✹✮ îêàçûâàåòñÿ íåâûïîëíåííûì✳

✷✼



✷ ❮➴❐➮❮➴➱❮Û➴ ✃❰❐➴➪➚❮➮ß

➶ ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû✱ îïèñûâàåìûå
íåëèíåéíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè✳ ➘àþòñÿ
èñõîäíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè áèôóðêàöèè ðåøåíèé✳ ➮çëàãàþòñÿ ýëåìåíòû òåî✲
ðèè óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé✳

✷✳✶ Ñèñòåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà

➪óäåì èçó÷àòü äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ✭ñèñòåìà ñ ïîëîâèííîé ñòåïå✲
íüþ ñâîáîäû✮ ❬✾❪✱ äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ îäíèì äèôôåðåíöèàëü✲
íûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà

dx

dt
= f(x), ✭✷✳✶✮

ãäå x = x(t) õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû✱ à f = f(x) ÿâëÿåòñÿ àíàëè✲
òè÷åñêîé✱ ò✳å✳ â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè x åå ìîæíî ðàçëîæèòü â ñòåïåí✲
íîé ðÿä ñ íåíóëåâûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè✳

Ñëåäóåò çàìåòèòü✱ ÷òî ê óðàâíåíèþ âèäà ✭✷✳✶✮ ìû ïðèõîäèì✱ â ÷àñò✲
íîñòè✱ ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèÿ ❐àãðàíæà ✷✕ãî ðîäà äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòå✲
ìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

q̈ = F (q, q̇),

ãäå q = q(t) ✕ îáîáùåííàÿ êîîðäèíàòà✳ ➴ñëè ∂F/∂q = 0✱ òî ëåãêî ïîíèçèòü
ïîðÿäîê ýòîãî óðàâíåíèÿ✱ âçÿâ q̇(t) = x(t)✱ ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåì ✭✷✳✶✮✳ ➶
ñëó÷àå✱ êîãäà óðàâíåíèå ❐àãðàíæà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

d

dt
Φ(q, q̇) = 0, Φ(q, q̇) = C ≡ const,

òàêæå èìååì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà ✭✷✳✶✮✱ ñî✲
äåðæàùåå ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ C✳

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ✭✷✳✶✮ îäíîìåðíî✱ è äâèæåíèå ìîæíî èíòåð✲
ïðåòèðîâàòü äâèæåíèåì èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà ôàçîâîé ïðÿìîé✳ ➴ñëè
çíà÷åíèÿ x è x + 2π ñîîòâåòñâóåò îäíîìó è òîìó æå ñîñòîÿíèþ ñèñòåì✱ òî
ôóíêöèÿ f(x) ✕ òîæå ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2π✳ ➘ëÿ òàêîé ñèñòåìû ôà✲
çîâûì ïðîñòðàíñòâîì áóäåò îòðåçîê ïðÿìîé äëèíîé 2π ñ îòîæäåñòâëåííûìè
êîíöàìè✳ Ñîåäèíèâ ýòè êîíöû✱ ïîëó÷àåì îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà✳

✷✽



➶ îáùåì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî â âèäå
áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé ✕ îñè ❰Õ✳ ❰ñíîâíûìè ýëåìåíòàìè✱ êîòîðûå ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿþò ðàçáèåíèå ôàçîâîé ïðÿìîé íà òðàåêòîðèè✱ ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿ✲
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ✭ñì✳ ï✳ ■✳■ ✮✳ Ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ x = xk✱ äëÿ
êîòîðûõ f(xk) = 0✱ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíûå ôàçîâûå òðàåê✲
òîðèè✳ ❰ñòàëüíûå òðàåêòîðèè ñîñòîÿò èç îòðåçêîâ îñè ❰Õ✱ çàêëþ÷åííûõ
ìåæäó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ f(x) = 0✱ èëè èç ïîëóïðÿìûõ âèäà [xi, ∞ )✳
❮àïðàâëåíèå äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïî ýòèì òðàåêòîðèÿì îïðå✲
äåëÿåò çíàê f(x)✿ ïðè f(x) > 0 èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ âïðàâî
(dt > 0, dx > 0)✱ ïðè f(x) < 0 âëåâî ✭dx < 0✮✳ Ðàñïîëàãàÿ çàâèñèìî✲
ñòüþ y = f(x)✱ ëåãêî óñòàíîâèòü ðàçáèåíèå ôàçîâîé ïðÿìîé íà òðàåêòîðèè✳
❮à ðèñ✳✷✳✶ äàí ïðèìåð òàêîãî ðàçáèåíèÿ✱ ñòðåëêàìè ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå
äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè✳ Ýòà èëëþñòðàöèÿ ãîâîðèò î òîì✱ ÷òî ñî✲
ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû â òî÷êàõ x = x1, x = x4ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì✱
à â òî÷êàõ x = x2, x = x3, x = x5 ✕ íåóñòîé÷èâûìè✳ ➮ç ðèñ✳ ✷✳■ ÿñíî✱ ÷òî â
óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿõ ðàâíîâåñèÿf

′

(xk) < 0✱ à â íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿõ
f

′

(xk) > 0✳ ➬íà÷åíèå f
′

(xk) = 0 ✭íàïðèìåð✱x = x2, x = x4✮ ìîæåò áûòü
êàê â òî÷êàõ óñòîé÷èâîãî✱ òàê è íåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ✳

➴ñòåñòâåííî✱ ÷òî â êîíêðåòíîì ôèçè÷åñêîì ïðîöåññå ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà λ✳ Óðàâíåíèå f(x, λ) = 0
õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå òî÷åê ïîêîÿ â çàâèñèìîñòè îò λ✱ ðèñ✳ ✷✳✷✳ ➚ èìåí✲
íî✿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé λ = λ0 = const è ëèíèè f(x, λ) = 0 îïðåäå✲
ëÿþò çíà÷åíèÿ x = xk â ñîñòîÿíèÿõ ðàâíîâåñèÿ✱ ÷èñëî êîòîðûõ îïðåäåëÿåò
êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ðàçáèåíèÿ ôàçîâîé ïðÿìîé íà òðàåêòîðèè✳ ➶ ïðèìå✲
ðå✱ ïîêàçàííîì íà ðèñ✳ ✷✳✷ ïðè çíà÷åíèÿõ λ0 èç èíòåðâàëà (λ1, λ2) ñèñòåìà
îáëàäàåò òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ✱ à ïðè λ0 < λ1 ëèáî λ0 > λ2 îíà
èìååò îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ✳

❰ïðåäåëåíèå✳ ➬íà÷åíèå ïàðàìåòðà λ✱ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðîå
ïðîèñõîäèò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû✱ íàçûâà✲
åòñÿ áèôóðêàöèîííûì✳

❮à ðèñ✳ ✷✳✷ áèôóðêàöèîííûìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ λ1 è λ2✳ Ðàâíî✲
âåñèå ïðè x = xk óñòîé÷èâî✱ åñëè f

′

x(xk, λ0) < 0 è íåóñòîé÷èâî✱ åñëè
f

′

x(xk, λ0) > 0✳ ➘ëÿ íàãëÿäíîñòè ìîæíî îïðåäåëÿòü óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿ✲
íèé ðàâíîâåñèÿ ïî áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå✱ ðèñ✳✷✳✸✳ Ó÷òåì✱ ÷òî ëèíèÿ
f(x, λ) = 0 äåëèò ïëîñêîñòü (λ, x) íà äâå îáëàñòè✿ f(x, λ) > 0 è f(x, λ) < 0✳

✷✾



Ðèñ✳ ✷✳✶✳ Ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ

Ðèñ✳ ✷✳✷✳ ➮çîáðàæåíèå áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé

Ðèñ✳ ✷✳✸✳ ➪èôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

✸✵



➘ëÿ ïðîèçâîäíîé f
′

x(x, λ) â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ x = xk èìååì✿

f
′

x(xk, λ)
∼= f(xk +∆x, λ)− f(xk, λ)

∆x
, ∆x > 0.

❰òñþäà ñëåäóåò✱ ÷òî åñëè òî÷êà (xk, λ) ðàñïîëîæåíà ñïðàâà îò îáëàñòè f >
0✱ òî f

′

x(xk, λ) < 0 ✭óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå✮❀ åñëè òî÷êà (xk, λ) íàõîäèòñÿ
ñëåâà îò îáëàñòè f > 0✱ òî f

′

x(xk, λ) > 0 ✭íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå✮✳ ❮à
áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå✱ ðèñ✳ ✷✳✸✱ òîëñòîé ëèíèåé îòìå÷åíû ó÷àñòêè
êðèâîé f(x, λ) = 0✱ ñîîòâåòñòâóþùèå óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ✱
ïóíêòèðíîé ëèíèåé ✕ íåóñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ✳

❰òìåòèì åùå✱ ÷òî åñëè f = f(x) ✕ íåîäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ✱ òî ìîãóò
âîçíèêàòü óñëîâèÿ✱ ïðè êîòîðûõ ✭✷✳✶✮ îïèñûâàåò ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ✳
➴ñëè æå f = f(x) ✕ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà âñåé ôàçîâîé ïðÿìîé✱ òî ✱
êàê è ñëåäóåò èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà✱ ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ â ñèñòåìå
✭✷✳✶✮ íåâîçìîæíû✳

Ïðèìåð ✶✳ ❰äíîôàçíûé àñèíõðîííûé äâèãàòåëü✳ Ðàññìîòðèì✱ ñëåäóÿ
➚✳➚✳ ➚íäðîíîâó è ➚✳➹✳ ❒àéåðó✱ äâèæåíèå ðîñòà àñèíõðîííîãî äâèãàòåëÿ✱
ñòàòîð êîòîðîãî ïèòàåòñÿ îäíîôàçíûì ïåðåìåííûì òîêîì✿

J
dω

dt
=M(ω)−N(ω),

ãäå ω ✕ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ðîòîðà✱ J ✕ ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà✱
M(ω) ✕ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèé âðàùàþùèé ìîìåíò✱ N(ω) ✕ ìîìåíò ñèë òðå✲
íèÿ íà âàëó ðîòîðà✳ ➬àâèñèìîñòü âðàùàþùåãî ìîìåíòà z =M(ω) îò ÷èñëà
îáîðîòîâ ðîòîðà îäíîôàçíîãî äâèãàòåëÿ èìååò âèä✱ ïîêàçàííûé íà ðèñ✳✷✳✹✳
➬äåñü æå äàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè z = N(ω)✱ êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ó÷å✲
òå ñèë ñóõîãî è âÿçêîãî òðåíèÿ✳ Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ äâè✲
æåíèÿ ðîòîðà✱ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåæèìàì ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ ðîòîðà
✭èëè åãî ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ ïðè ω = 0✮✱ îïðåäåëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

M(ω)−N(ω) = 0

èëè✱ äðóãèìè ñëîâàìè✱ àáñöèññàìè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèè
z =M(ω) è z = N(ω) íà ðèñ✳ ✷✳✹✳

➹ðàôèê ôóíêöèè

f(ω) =
1

J
[M(ω)−N(ω)]

✸✶



Ðèñ✳ ✷✳✹✳ ➹ðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ

Ðèñ✳ ✷✳✺✳ Ðàçáèåíèå ôàçîâîé ïðÿìîé

íà ðèñ✳ ✷✳✺ ïîçâîëÿåò íàéòè ðàçáèåíèå ôàçîâîé ïðÿìîé ω íà òðàåêòîðèè è
îïðåäåëèòü íà íåé óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ✳ ✃îðíè ω = ωk ðàñïîëîæåíû
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò✱ ïîýòîìó äèíàìèêà èçó÷àåìîé
ñèñòåìû íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ ðîòîðà✳ ➮ç ðèñ✳ ✷✳✺ âèäíî✱ ÷òî
ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ðîòîðà ω = 0 è åãî âðàùåíèÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè ω1 è
ω5 óñòîé÷èâû✱ à âðàùåíèÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè ω2 è ω4 íåóñòîé÷èâû✳ Ýòî
îçíà÷àåò✱ ÷òî ðîòîð òàêîãî äâèãàòåëÿ✱ íàõîäÿñü â ïîêîå✱ íå ìîæåò íà÷àòü
âðàùåíèå ”áåç ïîñòîðîííåé ïîìîùè”✳ ➴ñëè íóæíî✱ ÷òîáû ðîòîð âðàùàë✲

✸✷



ñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω5✱ åìó íàäî ïðèäàòü ïåðâîíà÷àëüíóþ ñêîðîñòü✱
ïðåâûøàþùóþ ω4✳

Ïðèìåð ✷✳ ➘âèæåíèå ñóäíà íà ïîäâîäíûõ êðûëüÿõ✱ ❬✾❪✳ Óðàâíåíèå
ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ñóäíà íà ïîäâîäíûõ êðûëüÿõ áåç ó÷åòà êèëåâîé
è áîðòîâîé êà÷êè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

dv

dt
= T (v)− S(v),

ãäå v ✕ ñêîðîñòü ñóäíà✱ T (v) ✕ ñèëà òÿãè âèíòà✱ S(v) ✕ ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ✱ îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå ìàññû ñóäíà✳ Ïðè çàäàí✲
íîì ðåæèìå ðàáîòû äâèãàòåëÿ ñèëà òÿãè T (v) îáû÷íî ìîíîòîííî óáûâàåò
ñ ðîñòîì ñêîðîñòè✱ à ãðàôèê S(v) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçðàñòàþùóþ êðè✲
âóþ✱ êîòîðàÿ èìååò íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå ñêîðîñòåé ïàäàþùèé ó÷àñòîê✱
ðèñ✳ ✷✳✻✳ ❮àëè÷èå ó÷àñòêà óáûâàíèÿ íà êðèâîé S = S(v) ñâÿçàíî ñ èçìåíå✲
íèåì óñëîâèé äâèæåíèÿ ñóäíà ïðè âûõîäå åãî êîðïóñà èç âîäû✳ Ïðè ìàëûõ
ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ ñóäíî íà ïîäâîäíûõ êðûëüÿõ âåäåò ñåáÿ êàê ñóäíî ñ
îáû÷íûì êîðïóñîì✿ ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ñîïðîòèâëåíèå äâèæåíèþ âîç✲
ðàñòàåò✳ ❰äíàêî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè âîçíèêàåò ãèäðîäèíàìè÷å✲
ñêàÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà✱ â ðåçóëüòàòå ÷åãî êîðïóñ ñóäíà ïîñòåïåííî âûõîäèò
èç âîäû✱ è íà èíòåðâàëå ñêîðîñòåé✱ ïðè êîòîðûõ ñóäíî ïîëíîñòüþ âûõî✲
äèò èç âîäû✱ ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè
ñêîðîñòè✳ Ïîñëå ýòîãî ñóäíî ïåðåõîäèò â ðåæèì äâèæåíèÿ íà ïîäâîäíûõ
êðûëüÿõ✳ Ïðè äàëüíåéøåì ïîâûøåíèè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòü ïî✲
ãðóæåííûõ â âîäó ñòîåê ñ ïîäâîäíûìè êðûëüÿìè ïî÷òè íå óìåíüøàåòñÿ✱ è
ñîïðîòèâëåíèå äâèæåíèþ ñíîâà âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè✳

Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ✱ êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðåæèìàì ðàâíîìåð✲
íîãî äâèæåíèÿ ñóäíà✱ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì T (v) = S(v)✳ ➶îçìîæíû
ñëó÷àè✱ êîãäà èìååòñÿ ëèáî îäèí ✭ðèñ✳ ✷✳✻ à✮✱ ëèáî òðè ✭ðèñ✳ ✷✳✻ á✮ ðåæèìà
ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ñóäíà íà ïîäâîäíûõ êðûëüÿõ✳ ❰äèí ðåæèì v = v1
íà ðèñ✳ ✷✳✻ à ÿâëÿåòñÿ âñåãäà óñòîé÷èâûì✳ Ïðè íàëè÷èè òðåõ ðåæèìîâ✱ äâè✲
æåíèå ñî ñêîðîñòÿìè v = v1, v = v3 óñòîé÷èâî✱ à ñî ñêîðîñòüþ v = v2 ✕
íåóñòîé÷èâî✳

✷✳✷ ➪èôóðêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà

➶åðíåìñÿ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ✭✶✳✶✮✱ ïîëîãàÿ ÷òî ïðàâûå ÷àñòè
P (x, y, λ)✱ Q(x, y, λ) çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà λ è ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè

✸✸



à á

Ðèñ✳ ✷✳✻✳ Ðåæèìû äâèæåíèÿ ñóäíà

ôóíêöèÿìè ñâîèõ àðãóìåíòîâ✿

ẋ = P (x, y, λ), ẏ = Q(x, y, λ). ✭✷✳✷✮

❰ïðåäåëåíèå✳ ➘èíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ✭✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ ãðóáîé✱ åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ìàëîå ÷èñëî δ > 0✱ ÷òî âñå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû âèäà

ẋ = P (x, y) + p(x, y), ẏ = Q(x, y) + q(x, y),

â êîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè p(x, y)✱ q(x, y) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

|p(x, y)|+ |q(x, y)|+
∣

∣

∣

∣

∂p

∂x

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂p

∂y

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂q

∂x

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂q

∂y

∣

∣

∣

∣

< δ

è èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó ðàçáèåíèÿ ôàçîâîé ïëîñêîñòè íà òðàåêòî✲
ðèè✳

Ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò✱ ÷òî ãðóáîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæ✲
íî èñòîëêîâàòü êàê óñòîé÷èâîñòü ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ åå ôàçîâîãî ïðî✲
ñòðàíñòâà íà òðàåêòîðèè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì äèôôåðåíöè✲
àëüíûõ óðàâíåíèé ✭✶✳✶✮✳ Òðåáîâàíèÿ ãðóáîñòè äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì âòî✲
ðîãî ïîðÿäêà âïîëíå åñòåñòâåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé è óïðîùàåò
âîçìîæíûå ñòðóêòóðû ôàçîâîé ïëîñêîñòè✳ ✃àæäàÿ èç ýòèõ ñòðóêòóð îïðå✲
äåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé✿ ñîñòîÿíèé ðàâíî✲
âåñèÿ✱ ñåïàðàòðèñíûõ êðèâûõ✱ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è çàìêíóòûõ
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ✭ïðåäåëüíûõ öèêëîâ✮✳ Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
è ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ íå èìåþò íóëåâûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçà✲
òåëåé è íåò ñåïàðàòðèñíûõ êðèâûõ✱ èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî✳ Ýòî îçíà÷àåò✱
÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ

P (x, y) = 0, Q(x, y) = 0,
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îïðåäåëÿþùèõ êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ãðóáîé ñèñòåìû✱ ÿâëÿþò✲
ñÿ ïðîñòûìè✱ ò✳å✳ êîýôôèöèåíò ∆ â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ✭✶✳✸✮ íå
äîëæåí îáðàùàòüñÿ â íóëü✳ ✃ðîìå òîãî✱ äîëæíî áûòü σ 6= 0 ✱ ò✳å✳ ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ ãðóáîé ñèñòåìû íå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ îñîáîé òî÷êîé òèïà
öåíòð✳ ❰áîçíà÷èì

h =
1

τ

∫ τ

0

[

∂P

∂x
+
∂Q

∂y

]

x = ϕ
y = ψ

dt, ✭✯✮

ãäå x = ϕ(t), y = ψ(t) ✕ óðàâíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñ ïåðèîäîì
τ âäîëü çàìêíóòîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè✳ Òîãäà h 6= 0 âûðàæàåò àíàëèòè÷å✲
ñêîå óñëîâèå✱ êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ â ãðóáîé
ñèñòåìå✳

➶ûâîä✿ â ãðóáîé ñèñòåìå ñóùåñòâóþò ëèøü òàêèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíî✲
âåñèÿ✱ äëÿ êîòîðûõ ∆ 6= 0 è σ 6= 0✱ åñëè ∆ > 0 ❀ ëèøü òàêèå ïðåäåëüíûå
öèêëû✱ äëÿ êîòîðûõ h 6= 0❀ ëèøü òàêèå ñåïàðàòðèñû✱ êîòîðûå íå èäóò èç
ñåäëà â ñåäëî✳

➴ñëè ïðè íåêîòîðîì λ ñèñòåìà ✭✷✳✷✮ ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé✱ òî ïðè íåáîëü✲
øîì èçìåíåíèè λ êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè íå èçìåíÿ✲
åòñÿ✳ Ñóòü äåëà â òîì✱ ÷òî íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé λ ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî✳

❰ïðåäåëåíèå✳ ➬íà÷åíèå ïàðàìåòðà λ = λ0 íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöè✲
îííûì✱ åñëè ïðè ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê λ0 çíà÷åíèÿõ λ < λ0 è λ > λ0
òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ðàçëè÷íà✳

❰÷åâèäíî✱ ÷òî ïðè λ = λ0 ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåãðóáîé✳ ➮òàê✱ òîëü✲
êî òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ îêàçûâàþòñÿ áèôóðêàöèîííûìè✱ ïðè êîòîðûõ
ïîÿâëÿþòñÿ îñîáûå ýëåìåíòû ✭îñîáûå òðàåêòîðèè✮✱ èìåþùèå íåãðóáóþ ïðè✲
ðîäó✳

❰ïðåäåëåíèå✳ ➹îâîðÿò✱ ÷òî àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà ✭✷✳✷✮ èìååò ïåðâóþ
ñòåïåíü íåãðóáîñòè✱ åñëè ïðè áèôóðêàöèîííîì çíà÷åíèè λ = λ0 íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí îñîáûé ýëåìåíò✳

➘ëÿ ñèñòåìû ■✲îé ñòåïåíè íåãðóáîñòè âîçìîæíû ñëåäóþùèå òèïû
îñîáûõ ýëåìåíòîâ✿

✶✳ ñëîæíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ✱ ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ñëèÿíèè äâóõ ïðî✲
ñòûõ îñîáûõ òî÷åê ✭íàïðèìåð✱ óçåë èëè ñåäëî✮❀ íà ðèñ✳ ✷✳✼ ïîêàçàíû
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Ðèñ✳ ✷✳✼✳ Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ â îêðåñòíîñòè äâóõ ïðîñòûõ îñîáûõ òî÷åê

Ðèñ✳ ✷✳✽✳ Ñåäëî✲óçåë

Ðèñ✳ ✷✳✾✳ Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ áåç îñîáûõ òî÷åê

òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå ôàçû èçìåíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
â îêðåñòíîñòè äâóõ ïðîñòûõ îñîáûõ òî÷åê✿ óçëà O1 è ñåäëà O2❀ êîãäà
ïàðàìåòð λ äîñòèãàåò áèôóðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ✱ òî÷êè O1, O2 ñëè✲
âàþòñÿ✱ îáðàçóÿ ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó ”ñåäëî✲óçåë”✱ ðèñ✳ ✷✳✽✱ à çàòåì
èñ÷åçàþò✱ ðèñ✳ ✷✳✾❀

✷✳ âûðîæäåííûé ôîêóñ èëè öåíòð❀ ýòîìó âàðèàíòó✱ ðèñ✳ ✷✳✶✵✱ ✷✳✶✶✱ ñî✲
îòâåòñòâóåò áèôóðêàöèÿ âòîðîãî òèïà✱ êîãäà ïðîñòîé ôîêóñ ïðåâðà✲
ùàåòñÿ â ñëîæíûé ôîêóñ ✭ìîìåíò áèôóðêàöèè✱ ñîîòâåòñòâóþùèé âû✲
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ðîæäåíèþ ôîêóñà✮✱ èç êîòîðîãî çàòåì ðîæäàåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë
✭èçîëèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ✱ êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðèî✲
äè÷åñêîìó äâèæåíèþ✮❀

✸✳ äâîéíîé ïðåäåëüíûé öèêë✱ êîòîðûé ìîæåò✱ â ÷àñòíîñòè✱ ïîëó÷èòü✲
ñÿ ïðè ñëèÿíèè óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ❀ íà
ðèñ✳✷✳✶✷✱ ✷✳✶✸✱✷✳✶✹✱ ïîêàçàíû òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòà
äëÿ ñëó÷àÿ✱ êîãäà äâà ïðåäåëüíûõ öèêëà ✭óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷è✲
âûé✮✱ ðèñ✳ ✷✳✶✷✱ â ìîìåíò áèôóðêàöèè ñëèâàþòñÿ✱ îáðàçóÿ ïîëóóñòîé✲
÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë✱ ðèñ✳ ✷✳✶✸✱ è ïîòîì èñ÷åçàþò✱ ✷✳✶✹❀ åñëè ðàñ✲
ñìîòðåòü ýòè ñõåìû â îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè✱ òî ïîëó÷èì ñëó✲
÷àé ðîæäåíèÿ äâóõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èç òàê íàçûâàåìîãî óïëîòíåíèÿ
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé❀

✹✳ ñåïàðàòðèñà ✭ñì✳ ï✳ ■✳■✮✱ èäóùàÿ èç îäíîãî ñåäëà â äðóãîå èëè â íåãî æå❀
íà ðèñ✳ ✷✳✶✺✱ ✷✳✶✻✱✷✳✶✼ ïîêàçàí ñëó÷àé ðîæäåíèÿ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëü✲
íîãî öèêëà èç ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà✳ Ïóñòü ñåïàðàòðèñû ñåäëà ïðè
íåêîòîðîì çíà÷åíèè λ èìåþò ðàñïîëîæåíèå✱ ïîêàçàííîå íà ðèñ✳✷✳✶✺✳
➘îïóñòèì✱ ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè λâåòâè ñåïàðàòðèñû ñáëèæàþòñÿ è ïðè
λ = λ0 ñëèâàþòñÿ✱ îáðàçóÿ ïåòëþ✱ ðèñ✳✷✳✶✻✳ ➴ñëè ïðè äàëüíåéøåì óâå✲
ëè÷åíèè λ ñåïàðàòðèñû ñåäëà âíîâü ðàçäåëÿþòñÿ òàê✱ êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ✳ ✷✳✶✼✱ òî èç ïåòëè ðîæäàåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë✳ ➬íà÷åíèå λ = λ0 â
ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííûì✳

Ðèñ✳ ✷✳✶✵✳ Ïðîñòîé ôîêóñ
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Ðèñ✳ ✷✳✶✶✳ Ïðåäåëüíûé öèêë

Ðèñ✳ ✷✳✶✷✳ Óñòîé÷èâûé öèêë

Ðèñ✳ ✷✳✶✸✳ ❰òñóòñòâèå öèêëà

Ïðèìåð✳ ➹èäðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à î ïëîñêîì òå÷åíèè âÿçêîé íåñæè✲
ìàåìîé æèäêîñòè ïðè îïðåäåëåííûõ äîïóùåíèÿõ ñâîäèòñÿ ❬✶✵❪ ê óðàâíåíèþ

d2U

dϕ2
= C − 4U − U2, ϕ ∈ [0, 2π] , C = const, ✭✷✳✸✮

ãäå ôóíêöèÿ U = U(ϕ) õàðàêòåðèçóåò ðàäèàëüíóþ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ✳ Óðàâ✲
íåíèå ✭✷✳✸✮ èìååò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

U = U0 = const, C = C0 = 4U0 + U2
0 ,

ñîîòâåòñòâóþùåå îñåñèììåòðè÷íîìó òå÷åíèþ✱ âûçâàíîìó òî÷å÷íûì èñòî÷✲
íèêîì ñ ðàñõîäîì Q✳ ➴ñëè ââåñòè ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re = Q/ν✱ òî U0 =
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Ðèñ✳ ✷✳✶✹✳ ❰òñóòñòâèå öèêëà

Ðèñ✳ ✷✳✶✺✳ Ðàñïîëîæåíèå ñåïàðàòðèñ

Ðèñ✳ ✷✳✶✻✳ ❰áðàçîâàíèå ïåòëè ñåïàðàòðèñû

Re/(2π)✳
❐èíåàðèçóåì óðàâíåíèå ✭✷✳✸✮ âáëèçè ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ U =

U0 : U = U0 + u, u << 1✳ ❐èíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

d2u

dϕ2
+ (4 + 2U0) u = 0.

❰íî èìååò íåòðèâèàëüíûå✱ ïåðèîäè÷åñêèå ïî ϕ ðåøåíèÿ✱ åñëè 4 + 2U0 =
m2, m = 1, 2, ...✳ Ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëà âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò ïî óãëó ϕ
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä u = A sinmϕ✳ ➪èôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ
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Ðèñ✳ ✷✳✶✼✳ Ðîæäåíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà

âåëè÷èíû U0 ✭ò✳å✳ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà✮ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

(U0)∗,m =
m2 − 4

2
, m = 1, 2, ....; Re∗,m = π(m2 − 4).

Òàêèì îáðàçîì✱ ïåðâàÿ áèôóðêàöèÿ ïðîèñõîäèò ïðè (U0)∗,1 = −3/2✳ ❮ó✲
ëåâîå çíà÷åíèå U0 = 0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííûì✳ ❰òðèöàòåëüíûå
÷èñëà Ðåéíîëüäñà îòâå÷àþò ñòîêó æèäêîñòè✱ à ïîëîæèòåëüíûå ✕ èñòî÷íèêó✳
➴ñëè àìïëèòóäû A íå ìàëûå✱ òî êîëåáàíèÿ ïî ϕ ñòàíîâÿòñÿ àíãàðìîíè÷å✲
ñêèìè✱ è ðåøåíèå ✭✷✳✸✮ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè✳

Ïðîäåìîíñòðèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé✱ âîñïîëüçîâàâøèñü
ìåòîäîì ôàçîâîé ïëîñêîñòè✳ Ïîäñòàíîâêàìè

U =
√
C + 4(y − 1)− 2, θ =

√
2(C + 4)

1

4ϕ

óðàâíåíèå ✭✷✳✸✮ ïðîâîäèòñÿ ê âèäó

2
d2y

dθ2
= 2y − y2.

Óìíîæèâ åãî íà dy/dQ è ïðîèíòåãðèðîâàâ✱ íàõîäèì ïåðâûé èíòåãðàë

(

dy

dθ

)2

= y2 − y3

3
+B; y

′

=
dy

dθ
.

Òèïè÷íûå èíòåãðàëüíûå êðèâûå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (y, y
′

) èçîáðàæåíû
íà ðèñ✳ ✷✳✶✽✳ Ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì îòâå÷àþò çàìêíóòûå ëèíèè✳ ➶åëè✲
÷èíà B ìåíÿåòñÿ îò −4/3 äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè y = 2 äî
íóëÿ ñåïàðàòðèñû yc = 3 cosh−2(θ/2)✳ ➘ëÿ êîëåáàíèé êîíå÷íîé àìïëèòóäû
âåëè÷èíó A óäîáíî îïðåäåëèòü êàê (Umax−Umin)/2✳ ➶ ìîìåíò áèôóðêàöèè
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èç òî÷êè y = 2 ðîæäàåòñÿ öèêë✱ ñ óâåëè÷åíèåì A åãî ðàçìåð âîçðàñòàåò è
ïðè A→ ∞ öèêë ”âëèïàåò” â ïåòëþ ñåïàðàòðèñû✳

Òàêèì îáðàçîì✱ àíàëèç äîñòàòî÷íî ïðîñòîé çàäà÷è îá èñòî÷íèêå îá✲
íàðóæèâàåò óäèâèòåëüíûé ôàêò ✕ ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñòàöèî✲
íàðíûõ ðåøåíèé ïðè âñåõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà✳

Ðèñ✳ ✷✳✶✽✳ ➮íòåãðàëüíûå êðèâûå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è

✷✳✸ ❒àëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé

❒íîãèå çàäà÷è ôèçèêè è ìåõàíèêè íå ïîääàþòñÿ òî÷íîìó ðåøåíèþ✳
Ïðè÷èíîé òîìó ñëóæàò íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ✱ ïåðåìåííûå êî✲
ýôôèöèåíòû✱ íåëèíåéíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà èçâåñòíûõ è íåèçâåñòíûõ
ãðàíèöàõ ñëîæíîé ôîðìû✳ Ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ ðàç✲
ëè÷íîãî ðîäà ïðèáëèæåíèÿ ëèáî ÷èñëåííûå ìåòîäû èëè êîìáèíàöèè òåõ è
äðóãèõ✳ Ñðåäè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû âîçìó✲
ùåíèé ✭àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé✮ ïî áîëüøèì èëè ìàëûì çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðà èëè êîîðäèíàòû✳ Ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ îñíîâ ìåòîäîâ âîçìó✲
ùåíèé✳

❮à÷íåì èçëîæåíèå ñ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ε
dx

dt
= f(t, x), x = x(t), ✭✷✳✹✮

ãäå ε > 0 ✕ ìàëûé ïàðàìåòð✳ ❮à÷àëüíûå óñëîâèÿ✿ t = t0, x = x0✳ Öåëü
èññëåäîâàíèÿ✿ âûÿñíèòü✱ ìîæíî ëè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ïðåíåáðå÷ü ÷ëå✲
íîì εẋ✱ ò✳å✳ ïðèáëèæåííî çàìåíèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✹✮ ðåøåíèåì òàê

✹✶



íàçûâàåìîãî âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ

f(t, x) = 0. ✭✷✳✺✮

➮çâåñòíàÿ òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò ïàðàìåò✲
ðà ãîâîðèò î òîì✱ ÷òî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x, ε)
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ε✱ åñëè â çàìêíóòîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ (t, x, ε)ôóíê✲
öèÿ f íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
❐èïøèöà ïî x✳ ➶ äàííîì ñëó÷àå ýòà òåîðåìà íå ïðèìåíèìà✱ ò✳ê✳ ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ

ẋ =
1

ε
f(t, x) ✭✷✳✻✮

ðàçðûâíà ïðè ε = 0✳
➘îïóñòèì✱ ÷òî âûðîæäåííîå óðàâíåíèå ✭✷✳✺✮ èìååò îäíî ðåøåíèå

x = ϕ(t)✳ ➬íàê ïðîèçâîäíîé ẋ(t) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ôóíêöèè f(t, x)✳ ➬íà✲
÷èò✱ êàñàòåëüíûå ê èíòåãðàëüíûì êðèâûì âî âñåõ òî÷êàõ✱ ãäå f(t, x) 6= 0✱
ñòðåìÿòñÿ ïðè ε→ 0 ê íàïðàâëåíèþ✱ ïàðàëëåëüíîìó îñèOX (dx/dt→ ∞)✳
➴ñëè f(t, x) > 0✱ òî (dx/dt) > 0✱ è ðåøåíèå x = x(t, ε) óðàâíåíèÿ ✭✷✳✻✮ ðàñ✲
òåò ñ óâåëè÷åíèåì t✳ ➴ñëè f(t, x) < 0 ✱ òî (dx/dt) < 0✱ è ðåøåíèå x = x(t, ε)
✕ óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè✳

❼ ➶àðèàíò ✶✱ ðèñ✳ ✷✳✶✾✿ ïðè ôèêñèðîâàííîì t ñ ðîñòîì x çíàê f(t, x) ìåíÿ✲
åòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëèíèþ x = ϕ(t) ñ ”✰” íà ”✕”✳ Ïîëå íàïðàâëå✲
íèé êàñàòåëüíûõ ê èíòåãðàëüíûì êðèâûì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0
ïîêàçàíî ñòðåëêàìè✳ Ýòî ïîëå óñòðåìëåíî ê ãðàôèêó ðåøåíèÿ âûðîæ✲
äåííîãî óðàâíåíèÿ✳ ➬íà÷èò✱ äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé (x0, t0)
ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ✱ áóäó÷è ïî÷òè ïàðàëëåëüíîé
OX ✱ óñòðåìèòñÿ ê ãðàôèêó x = ϕ(t) è ñ ðîñòîì t íàõîäèòñÿ â îêðåñò✲
íîñòè ýòîãî ãðàôèêà✳

➶ûâîä✿ â ýòîì âàðèàíòå✱ ðèñ✳ ✷✳✶✾✱ ïðè t ≥ t1 > t0 ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì ε ìîæíî ïðèáëèæåííî çàìåíÿòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✹✮ ðåøå✲
íèåì óðàâíåíèÿ ✭✷✳✺✮✳ ➶ äàííîì ñëó÷àå ðåøåíèå x = ϕ(t) íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì✳

❼ ➶àðèàíò ✷✱ ðèñ✳ ✷✳✷✵✿ ïðè ôèêñèðîâàííîì t ñ ðîñòîì x çíàê f(t, x) ìå✲
íÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëèíèþ x = ϕ(t) ñ ”✲” íà ”✰”✳ ➘ëÿ ëþáûõ
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé (x0, t0) ïðè f(t0, x0) 6= 0 ñîîòâåòñòâóþùàÿ èí✲
òåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✻✮ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε óäàëÿåòñÿ

✹✷



îò ðåøåíèÿ x = ϕ(t)✱ èìåÿ ïî÷òè ïàðàëëåëüíóþ îñè OX êàñàòåëüíóþ✳
➶ ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå x = ϕ(t) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì✿ ðåøåíèå
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ✭✷✳✹✮ íåëüçÿ çàìåíÿòü ðåøåíèåì âûðîæäåííîãî
óðàâíåíèÿ ✭✷✳✺✮✳ Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî ÷ëåíîì εẋ â óðàâíåíèè ✭✷✳✹✮ íåëüçÿ
ïðåíåáðå÷ü✱ êàê áû ìàëî ε íè áûëî✳

❼ ➶àðèàíò ✸✱ ðèñ✳ ✷✳✷✶✿ çíàê ôóíêöèè f(t, x) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõî✲
äå ÷åðåç ãðàôèê ðåøåíèÿ x = ϕ(t) ✭ïîëóóñòîé÷èâûé ñëó÷àé✮✳ ➬äåñü
òîæå íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü ÷ëåíîì εẋ✳ ➘åëî â òîì✱ ÷òî✿ ✶✮ èíòåãðàëü✲
íûå êðèâûå✱ ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíîé òî÷êå (x0, t0) óäàëÿþòñÿ îò
ëèíèè x = ϕ(t) ❀ ✷✮ òå èíòåãðàëüíûå êðèâûå✱ ÷òî ïðèáëèæàþòñÿ ê
ëèíèè x = ϕ(t)✱ ìîãóò ïåðåñå÷ü åå✱ óéòè íà íåóñòîé÷èâóþ ñòîðîíó
è óäàëèòüñÿ îò ðåøåíèÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ❀ ✸✮ äàæå â áëàãî✲
ïðèÿòíîé ñèòóàöèè✱ êîãäà ëèíèè x = x(t, ε) íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè
ðåøåíèÿ x = ϕ(t) ñ åãî óñòîé÷èâîé ñòîðîíû✱ èç✲çà íåèçáåæíûõ â ïðàê✲
òè÷åñêèõ çàäà÷àõ âîçìóùåíèÿõ ðåøåíèå x = x(t, ε) ìîæåò ïåðåéòè íà
íåóñòîé÷èâóþ ñòîðîíó ëèíèè x = ϕ(t)✱ ïîñëå ÷åãî èíòåãðàëüíàÿ êðè✲
âàÿ x = x(t, ε) óäàëèòñÿ îò ðåøåíèÿ x = ϕ(t)✳

Ðèñ✳ ✷✳✶✾✳ ➹ðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ

➘ëÿ óñòîé÷èâîãî âàðèàíòà ✶ â îêðåñòíîñòè ëèíèè x = ϕ(t)✱ î÷åâèäíî✱
èìååì ∂f/∂x < 0❀ äëÿ íåóñòîé÷èâîãî âàðèàíòà ✷✿ ∂f/∂x > 0✳ ❰òìåòèì åùå✱
÷òî åñëè âûðîæäåííîå óðàâíåíèå ✭✷✳✺✮ èìååò íåñêîëüêî ðåøåíèé✱ òî êàæäîå
èç íèõ íàäî èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü✳
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Ðèñ✳ ✷✳✷✵✳ ➹ðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ

Ðèñ✳ ✷✳✷✶✳ Ïîëóóñòîé÷èâûé ñëó÷àé

Ðèñ✳ ✷✳✷✷✳ Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîëîæåíèÿ òî÷êè ✭t0, x0✮

✹✹



Ïðèìåð✳ Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ε
dx

dt
= x(t2 − x+ 1), ε > 0, x(t0) = x0.

➮ìååì çäåñü äâà ðåøåíèÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ✿ x(1) = 0, x2 = t(2)+1✳
Ðåøåíèå x = x(1) íåóñòîé÷èâîå✱ ïîòîìó ÷òî

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

≡ ∂

∂x

[

x(t2 − x+ 1)
]∣

∣

x=0
= (t2 + 1) > 0.

Ðåøåíèå x = x(2) óñòîé÷èâîå✱ ïîòîìó ÷òî

∂

∂x

[

x(t2 − x+ 1)
]
∣

∣

x=t2+1
= −(t2 + 1) < 0.

➶ çàâèñèìîñòè îò âûáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé (x0, t0) èíòåãðàëüíûå êðèâûå
âåäóò ñåáÿ ïðè ε → 0 ðàçëè÷íî✳ ➴ñëè (x0, t0) ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñ✲
êîñòè x > 0✱ òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ èçó÷àåìîãî óðàâíåíèÿ ïðè ε → 0
ïðèáëèæàåòñÿ ê ëèíèè x = x(2)(t) è îñòàåòñÿ â åå îêðåñòíîñòè✱ ðèñ✳ ✷✳✷✷✳
➴ñëè (x0, t0) ëåæèò â îáëàñòè x < 0✱ òî ïðè t > t0, ε → 0 ðåøåíèå x(t, ε)
óñòðåìëÿåòñÿ ê (−∞)✳
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✸ ➚➶Ò❰✃❰❐➴➪➚Ò➴❐Ü❮Û➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û

Ýòà ãëàâà ñîäåðæèò ââåäåíèå â òåîðèþ àâòîêîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì✳ Ïðåäñòàâëåíû ýëåìåíòàðíûå ïðèìåðû✱ èëëþñòðèðóþùèå ïðèðîäó
àâòîêîëåáàíèé✳

✸✳✶ Ñóùíîñòü àâòîêîëåáàíèé è ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ñ îäíîé
ñòåïåíüþ ñâîáîäû

ẍ+ f(x) = 0 ✭✸✳✶✮

ïîëàãàÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ ïðè x = 0✿

f(0) = 0, (df/dx)x=0 > 0.

➶ ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ x = 0, ẋ = 0 óðàâíåíèå ✭✸✳✶✮✱ êàê ìû
óáåäèëèñü ðàíåå✱ îïðåäåëÿåò êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé àì✲
ïëèòóäîé✳ Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ✕ çàìêíóòûå êðèâûå ✕ öåëèêîì çàïîëíÿþò
îêðåñòíîñòü ýòîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ðèñ✳ ✶✳✻✮✳ Ñèëà
ϕ = ϕ(ẋ)✱ çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ñêîðîñòè✱ íàçûâàåòñÿ äèññèïàòèâíîé✱ åñ✲
ëè äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ẋ(t) 6= 0 îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ẋϕ(ẋ) < 0. ✭✸✳✷✮

Ïóñòü ε > 0 ✕ ìàëûé ïàðàìåòð✱ è êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò ïîä äåé✲
ñòâèåì äâóõ ñèë✿ êîíñåðâàòèâíîé ñèëû −f(x) è äèññèïàòèâíîé ñèëû εϕ(ẋ)✱
ò✳å✳ âìåñòî ✭✸✳✶✮ ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå âèäà

ẍ+ f(x) = εϕ(ẋ). ✭✸✳✸✮

➶ ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà ðàâíà

E =
ẋ2

2
+

∫ x

x0

f(x)dx.

➮ìåÿ ââèäó ýòî âûðàæåíèå✱ óìíîæèì îáå ÷àñòè ✭✸✳✸✮ íà ẋ è çàïèøåì ñëå✲
äóþùèì îáðàçîì

dE

dt
= εẋϕ(ẋ) ≤ 0.

✹✻



➬íàê íåðàâåíñòâà çäåñü ñëåäóåò èç ✭✸✳✷✮✱ à dE/dt = 0 áóäåò âûïîëíåíî òîëü✲
êî â òå ìîìåíòû âðåìåíè✱ êîãäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íóëåâàÿ✱ ẋ = 0✳ Ýòî
çíà÷èò✱ ÷òî êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå✱ ïðîèñõîäÿùåå ïîä äåéñòâèåì êîíñåð✲
âàòèâíîé è äèññèïàòèâíîé ñèë çàòóõàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè✿ E = E(t) ✕
íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè✳

Ðàññìîòðèì äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✸✳✸✮ ôàçîâóþ ïëîñêîñòü (x, ẋ)✳ ➘îïó✲
ñòèì✱ ïðè t = t0 ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè x = 0, ẋ = ẋ0 > 0, E =
ẋ20/2✱ ðèñ✳✸✳✶✳ Ñïóñòÿ êîíå÷íîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ âäîëü ôàçîâîé
òðàåêòîðèè✱ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ñîâåðøàåò ïîëíûé îáîðîò âîêðóã íà÷à✲
ëà êîîðäèíàò ✭ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ✮ è ñíîâà ïåðåñåêàåò îñü îðäèíàò✱ íî
ïðè ýòîì èìååò ñêîðîñòü ẋ1✱ òàêóþ✱ ÷òî E1 < E0✱ ò✳å✳ ẋ1 < ẋ0✳ ➮çó÷àåìàÿ
ñèñòåìà ✭✸✳✸✮ èìååò òîëüêî îäíó îñîáóþ òî÷êó ✕ íà÷àëî êîîðäèíàò✱ ïîýòî✲
ìó äâå åå ôàçîâûå òðàåêòîðèè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ✿ ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó
ôàçîâîé ïëîñêîñòè✱ êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé✱ ïðîõîäèò òîëüêî îäíà ôà✲
çîâàÿ òðàåêòîðèÿ✳ ❰òñþäà âûâîä✿ ôàçîâûé ïîðòðåò êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû
✭✸✳✸✮ èìååò âèä✱ èçîáðàæåííûé íà ðèñ✳ ✸✳✶✳ Òî÷êà x = 0, ẋ0 = 0 ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì ôîêóñîì✱ íà êîòîðûé íàìàòûâàþòñÿ ôàçîâûå òðàåêòîðèè✳

Óñëîæíèì òåïåðü ðàçîáðàííûé ïðèìåð✱ ❬✷❪✳ ✃ óæå èìåþùèìñÿ ïðåä✲
ïîëîæåíèÿì äîáàâèì óñëîâèå✱ ÷òî |ϕ(ẋ)| ✕ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíê✲
öèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà✱ ðèñ✳ ✸✳✷✱ à òàêæå ïðèìåì ✱÷òî íà òî÷êó äåéñòâóåò
íåêîòîðàÿ àêòèâíàÿ ñèëà ψ = ψ(x, ẋ)✱ êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ â íà÷àëå êî✲
îðäèíàò✿ ψ(0, 0) = 0✳ Õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî ýòîé ñèëû òàêîâî✿ çà êàæäûé
ïåðèîä êîëåáàíèé îíà âíîñèò â ñèñòåìó íåêîòîðóþ ïîðöèþ ýíåðãèè✳ Ýòî
îçíà÷àåò✱ ÷òî ïðè îòñóòñòâèè äèññèïàòèâíîé ñèëû ýíåðãèè ñèñòåìû âîçðàñ✲
òàëà áû âñå âðåìÿ✳ ➘ðóãèìè ñëîâàìè✱ ýòà ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå èìåëà áû
íèêàêèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ✱ êðîìå ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ✳ Ïðîàíàëèçèðóåì
õàðàêòåð êîëåáàíèé â ñèñòåìå✱ êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

ẍ+ f(x) = ε [ϕ(ẋ) + ψ(x, ẋ)] , ✭✸✳✹✮

äëÿ êîòîðîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî àêòèâíàÿ ñèëà ψ òåì ñèëüíåå ðàñêà÷èâàåò
ìàÿòíèê✱ ÷åì áëèæå åãî ñîñòîÿíèå ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ✱ ò✳å✳✱ ÷åì ìåíü✲
øå åãî àìïëèòóäà x✳ ❮à ðèñ✳ ✸✳✸ ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè
∆E✱ ïîñòóïàþùåé â ñèñòåìó çà îäèí ïåðèîä êîëåáàíèé✱ îò àìïëèòóäû✳

➮òàê✱ â îáñóæäàåìîì ïðèìåðå ✭✸✳✹✮ êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ ïðîèñ✲
õîäèò ïîä äåéñòâèåì òðåõ ñèë✿ ✶✮ êîíñåðâàòèâíàÿ ñèëà ❀ ✷✮ äèññèïàòèâíàÿ

✹✼



ñèëà❀ ✸✮ àêòèâíàÿ ñèëà✱ êîòîðàÿ âíîñèò â ñèñòåìó òåì áîëüøå ýíåðãèè✱ ÷åì
ìåíüøå àìïëèòóäà✳

Ðèñ✳ ✸✳✶✳ Óñòîé÷èâûé ôîêóñ ôàçîâîãî ïîðòðåòà êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ✭✸✳✸✮

Ðèñ✳ ✸✳✷✳ ❒îäóëü äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè

Ðèñ✳ ✸✳✸✳ ➬àâèñèìîñòü ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè îò àìïëèòóäû

Ðèñ✳ ✸✳✹✳ ➚âòîêîëåáàíèÿ ✕ ïðåäåëüíûé öèêë

✹✽



Ó÷èòûâàÿ ïðèíÿòûå ñâîéñòâà ôóíêöèé f, ϕ, ψ çàêëþ÷àåì✱ ÷òî ïî✲
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ✭✸✳✹✮ íàõîäèòñÿ â òî÷êå (x∗, 0)✱ ãäå x∗ ✕ êîðåíü
óðàâíåíèÿ

f(x∗)− εψ(x∗, 0) = 0.

➶àðèàíò ✶✳ ➘îïóñòèì✱ ÷òî íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷✲
êè ✕ âáëèçè òî÷êè ïîêîÿ✱ ãäå ẋ∗ = 0✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ✭ñì✳ ðèñ✳ ✸✳✷✱ ✸✳✸✮ ýíåð✲
ãèÿ✱ êîòîðàÿ ðàññåèâàåòñÿ çà îäèí ïåðèîä✱ ìåíüøå ýíåðãèè✱ ïîñòóïàþùåé â
ñèñòåìó✳

➶ûâîä✿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àìïëèòóäà êîëå✲
áàíèé a áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ✳

➶àðèàíò ✷✳ ➶ íà÷àëå ïðîöåññà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû äîñòàòî÷íî óäà✲
ëåíî îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ✳ Òîãäà áóäåò äîìèíèðîâàòü äèññèïàòèâíàÿ
ñèëà✿ çà îäèí ïåðèîä áóäåò ðàññåèâàòüñÿ ýíåðãèè áîëüøå✱ ÷åì ïîñòóïàòü â
ñèñòåìó✳

➶ûâîä✿ àìïëèòóäà a áóäåò óìåíüøàòüñÿ✳
➮òàê✱ åñëè íà÷àëüíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé áîëüøàÿ✱ òî êîëåáàíèÿ

çàòóõàþò❀ åñëè íà÷àëüíàÿ àìïëèòóäà ìàëàÿ✱ òî îíà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîç✲
ðàñòàåò✳ ❮à îñíîâå ýòèõ ôàêòîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü✱ ÷òî â ñèñòåìå ✭✸✳✹✮ ìîæåò
óñòàíîâèòüñÿ òàê íàçûâàåìûé ðåæèì àâòîêîëåáàíèé✳ ➚ èìåííî✿ ðåæèì
êîëåáàíèé ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé a∗✱ ïðè êîòîðîì ýíåðãèÿ✱ ïîñòóïèâøàÿ
â ñèñòåìó çà îäíî êîëåáàíèå✱ áóäåò ðàâíà ýíåðãèè✱ êîòîðàÿ çà ýòî æå âðåìÿ
ðàññåèâàåòñÿ äèññèïàòèâíîé ñèëîé✳ ❮à ôàçîâîé ïëîñêîñòè àâòîêîëåáàíè✲
ÿì ñîîòâåòñòâóåò çàìêíóòàÿ êðèâàÿ ✕ ïðåäåëüíûé öèêë✱ ðèñ✳✸✳✹✳ Ñòðåëêà
ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè✳ Ïîëîæåíèå ðàâ✲
íîâåñèÿ (x∗, 0) ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì✿ ôàçîâûå òðàåêòîðèè áóäóò
ðàçìàòûâàòüñÿ ñ ôîêóñà è íàìàòûâàòüñÿ èçíóòðè íà ïðåäåëüíûé öèêë✳ Òðà✲
åêòîðèè✱ êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíå ïðåäåëüíîãî öèêëà✱ áóäóò íàìàòûâàòüñÿ íà
íåãî èçâíå✳

➶ûâîä✿ äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ✭✸✳✹✮ àâòîêîëåáàòåëüíûé ðåæèì
áóäåò óñòîé÷èâûì✳

➮òàê✱ åñëè çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ
èçîëèðîâàííîé✱ îíà íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì✳ ❮àëè÷èå óñòîé÷èâîãî
ïðåäåëüíîãî öèêëà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ãîâîðèò î òîì✱ ÷òî â ñèñòåìå âîç✲
ìîæíî óñòàíîâëåíèå íåçàòóõàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé✱ àìïëèòóäà è
ïåðèîä êîòîðûõ â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé

✹✾



è îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû✳ Òàêèå ñèñòåìû íà✲
çûâàþòñÿ àâòîêîëåáàòåëüíûìè✳

❰òëè÷èå àâòîêîëåáàíèé îò âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé íå ñâÿçàíî ñ
äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû èëè ñ ïåðèîäè÷åñêèì èçìåíåíè✲
åì ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû✳ ➚âòîêîëåáàíèÿ âîçíèêàþò çàñ÷åò íåïåðèîäè÷åñêèõ
èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè è îáóñëîâëåíû âíóòðåííèìè ñâÿçÿìè è âçàèìîäåéñòâè✲
ÿìè â ñàìîé ñèñòåìå✳ ❰äíèì èç ïðèçíàêîâ àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ìî✲
æåò ñëóæèòü íàëè÷èå îáðàòíîé ñâÿçè✱ êîòîðàÿ óïðàâëÿåò ðàñõîäîì ýíåðãèè
íåïåðèîäè÷åñêîãî èñòî÷íèêà✳ ❰òñþäà ÿñíî✱ ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àâ✲
òîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû äîëæíà áûòü ãðóáîé è ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé✳

Ñëåäîâàòåëüíî✱ íàëè÷èå óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ íà ôàçîâîì
ïîðòðåòå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ïðèçíàêîì àâòîêîëåáàòåëüíîé
ñèñòåìû✳ Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ïðåäåëüíîãî öèêëà îòðèöàòåëåí✿ h < 0✱ ñì✳
ôîðìóëó ✭✯✮ â ï✳ ✷✳✷✳

Ïðèìåð✳ Ïóñòü äâèæåíèå ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ❬✷❪

ẋ = −y + x
[

1− (x2 + y2)
]

, ẏ = x+ y
[

1− (x2 + y2)
]

.

Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äàåòñÿ çàêîíîì äâèæåíèÿ

x = cos(t− t0), y = sin(t− t0),

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ

x2 + y2 = 1. ✭✸✳✺✮

Ýòà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ✕ èçîëèðîâàííàÿ✱ ïîòîìó ÷òî óðàâíåíèÿ âñåõ äðó✲
ãèõ òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè èìåþò âèä

x =
cos(t− t0)

[

1 + Ce−2(t−t0)
]1/2

, y =
sin(t− t0)

[

1 + Ce−2(t−t0)
]1/2

.

➘âèãàÿñü ïî ýòèì òðàåêòîðèÿì ïðè C > 0✱ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïðèáëè✲
æàåòñÿ ê çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ✭✸✳✺✮ èçíóòðè✱ à ïðè C < 0 ñíàðóæè✳ ➬íà✲
÷èò✱ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ ✭✸✳✺✮ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñòîé÷èâûé ïðåäåëü✲
íûé öèêë✳ ➶û÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò✱ ÷òî â ýòîì ïðèìåðå h = −2 < 0✳

❮àðÿäó ñ óñòîé÷èâûìè ïðåäåëüíûìè öèêëàìè ôàçîâûé ïîðòðåò àâ✲
òîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ìîæåò ñîäåðæàòü òàêèå íåóñòîé÷èâûå ïðåäåëü✲
íûå öèêëû✱ äëÿ êîòîðûõ h > 0✳ ➘âèãàÿñü â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî

✺✵



ïðåäåëüíîãî öèêëà✱ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïîñòåïåííî óäàëÿåòñÿ îò íåãî✳
❰áû÷íî òàêîé öèêë ñëóæèò ãðàíèöåé ìåæäó îáëàñòÿìè ñ ðàçëè÷íûì ïîâå✲
äåíèåì ôàçîâûõ òðàåêòîðèé✳

❒àòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ â
ñèñòåìàõ ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ âîçìîæíûõ ïå✲
ðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

ẍ+ f(x) = ε · F (x, ẋ), ✭✸✳✻✮

ãäå ε ✕ ïàðàìåòð ôóíêöèè❀ F, f(x) ñ÷èòàåì àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
ñâîèõ ïåðåìåííûõ✳ ➪óäåì èçó÷àòü òàêèå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ✱ êîòîðûå
ïðè ε = 0 ïåðåõîäÿò â ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîðîæäàþùåãî óðàâíåíèÿ
✭✸✳✶✮✳

➴ñëè ýíåðãèÿ ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ìàëà✱ òî ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû
✭✸✳✶✮ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì✳ Ïðèìåð ✭✸✳✸✮ ïîêàçûâàåò✱ ÷òî íå âñÿêîå ðå✲
øåíèå ïîðîæäàþùåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ”ïîðîæäàþùèì”✳ ➶ îáùåì ñëó✲
÷àå ñóùåñòâóþò òîëüêî èñêëþ÷èòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✸✳✶✮✱ êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëîì ✭ïðè ε → 0✮ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ✭✸✳✻✮✳
➮ìåííî îíè è íàçûâàþòñÿ ïîðîæäàþùèìè✳

➮òàê✱ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì✱ ÷òî òðåáóåòñÿ îäíîâðåìåííî ðàçûñêàòü
ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✸✳✻✮ êàê ôóíêöèè t, ε è òå èç ïåðèîäè÷å✲
ñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ✭✸✳✶✮✱ â êîòîðûå ïåðåõîäÿò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ✭✸✳✻✮ ïðè ε → 0✳ ➮çâåñòíî ìíîãî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
❬✷❪✳

✸✳✷ Ïðèìåð àâòîêîëåáàòåëüíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

❒åõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà✱ ðèñ✳ ✸✳✺✱ ñîñòîèò èç✿ ✶✮ âåäóùåãî çâåíà ■✱ êî✲
òîðîå äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ v0❀ ✷✮ ïðóæèíû ✷✱ èìåþùåé êî✲
ýôôèöèåíò æåñòêîñòè c❀ ✸✮ ãðóçà ✸ ìàññû m❀ ω2 = c/m✳ ❒åæäó ãðóçîì ✸ è
ïîâåðõíîñòüþ✱ ïî êîòîðîé îí ñêîëüçèò✱ èìååòñÿ ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ✳ ❮à ðèñ✳
✸✳✻ ïîêàçàíà ïðåäåëüíàÿ ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ R1 è îòëè÷àþùàÿñÿ îò íåå ñèëà
òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ R2✳ ßñíî✱ ÷òî âîçìîæíî äâèæåíèå ñèñòåìû✱ ïðè êîòî✲
ðîì ñêîðîñòü ãðóçà ✸ ðàâíà ñêîðîñòè òåëåæêè v0❀ ïðè ýòîì ïðóæèíà ñæàòà
ïîñòîÿííîé ñèëîé P ✱ ðàâíîé ñèëå òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ R2✳ Ñóòü ïðîáëåìû
â òîì✱ ÷òî òàêîé ðåæèì äâèæåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóñòîé÷èâûì✱ è ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îêîëî íåãî âîçíèêàþò àâòîêîëåáàíèÿ ❬✽❪✳ Ïðè ìàëîé

✺✶



ñêîðîñòè v0 âîçìîæíà ñèòóàöèÿ✱ êîãäà êàêîå✲íèáóäü ñëó÷àéíîå ïðåïÿòñòâèå
ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé îñòàíîâêè ãðóçà✳ ➮çó÷èì äèíàìèêó òàêîãî ïðîöåññà ïî✲
ñëå ìîìåíòà îñòàíîâêè✳ ➶åäóùåå çâåíî ✭òåëåæêà✮ ïðîäîëæàåò äâèæåíèå
âïðàâî è ñæèìàåò ïðóæèíó äî òåõ ïîð✱ ïîêà ñèëà ñæàòèÿ P íå ñðàâíÿ✲
åòñÿ ñ ñèëîé òðåíèÿ ïîêîÿ R1✳ Ïîñëå ýòîãî ãðóç ñðûâàåòñÿ✱ è ñèëà òðåíèÿ
R1 ìãíîâåííî óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ R2✱ ðèñ✳ ✸✳✻✳ ➬äåñü âàæíî òî✱ ÷òî â
ìîìåíò íà÷àëà äâèæåíèÿ ñèëà ñæàòèÿ ïðóæèíû âñå åùå ðàâíà R1✱ ò✳å✳ íàðó✲
øàåòñÿ ðàâíîâåñèå ñèë✱ äåéñòâóþùèõ íà ãðóç✳ ❮à÷àëî îòñ÷åòà êîîðäèíàòû
x âåäåì îò ìåñòà îñòàíîâêè ãðóçà✳ Òîãäà â ìîìåíò ñðûâà ïðè t = 0 èìååì
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè✿ x(0) = 0, ẋ(0) = 0✳ ➘àëåå✱ ê
íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè t > 0 äëèíà ïðóæèíû èçìåíÿåòñÿ íà x− v0t❀
çíà÷èò✱ ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû ñòàíåò ðàâíîé P (t) = R1 − c(x − v0t)✳
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðóçà ïðèìåò âèä✿

R1 − c(x− ν0t)−R2 = mẍ,

ò✳å✳
ẍ+ ω2x = ω2v0t+ (R1 −R2)/m.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå è óäîâëåòâîðèâ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì✱ èìå✲
åì

x = v0t−
v0
ω

sinωt+
(R1 −R2)

c
(1− cosωt). ✭✸✳✼✮

Ñêîðîñòü ãðóçà v(t) = ẋ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t1 ìîæåò îáðàòèòüñÿ â
íóëü✿

v(t1) = 0; v0 − v0 cosωt1 +
ω

c
(R1 −R2) sinωt1 = 0.

➶ áåçðàçìåðíîé ôîðìå ýòî óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ òàê✿

α sinωt1 = cosωt1 − 1, α = g(f1 − f2)/(ωv0),

ãäå ó÷òåíî✱ ÷òî R1 = f1mg, R2 = f2mg; f1, f2 ✕ êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ
ïîêîÿ è òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ✳ Òåïåðü íåòðóäíî îïðåäåëèòü✱ ÷òî

sinωt1 =
−2α

1 + α2
, cosωt1 =

1− α2

1 + α2
.

❰÷åâèäíî✱ ÷òî âåùåñòâåííûé êîðåíü t1 âñåãäà ñóùåñòâóåò✳ Ñîîòâåò✲
ñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà ãðóçà✿ x1 = x(t1) = v0t1 + (2αv0/ω)✳ Ñèëà ñæàòèÿ

✺✷



Ðèñ✳ ✸✳✺✳ ➚âòîêîëåáàòåëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Ðèñ✳ ✸✳✻✳ ➹ðàôèê ïðåäåëüíîé ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ

ïðóæèíû â ìîìåíò îñòàíîâêè✿ P (t1) = R1 − c(x1 − v0t1) = 2R2 − R1✳ ➘ëÿ
ñèë òðåíèÿ âåðíî íåðàâåíñòâî R2 < R1✱ ïîýòîìó P (t1) < R1✳

Ñëåäîâàòåëüíî✱ ïîñëå îñòàíîâêè ãðóç íåêîòîðîå âðåìÿ áóäåò îñòà✲
âàòüñÿ íà ìåñòå✱ ïîêà ñèëà ñæàòèÿ ïðóæèíû âíîâü íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ
ïðåäåëüíîé ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ✳ Ïîñëå ýòîãî ïðîèçîéäåò íîâûé ñðûâ ãðóçà
è íà÷íåòñÿ ñëåäóþùèé öèêë✱ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþùèé ñ ïðåäøåñòâóþùèì✳
Ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíûå àâòîêîëåáà✲
íèÿ✳

➬à âðåìÿ✱ â òå÷åíèå êîòîðîãî ãðóç ïîêîèòñÿ✱ ñèëà ñæàòèÿ âîçðàñòàåò
íà∆P = R1−P (t1) = 2(R1−R2)✳ Ñîîòâåòñòâóþùåå ñæàòèå ïðóæèíû✿∆ℓ =
∆P/c = 2(R1 −R2)/c✳ ➴ñòåñòâåííî✱ ÷òî çà âðåìÿ îñòàíîâêè ãðóçà òåëåæêà
ïðîõîäèò ïóòü δℓ✳ ➬íà÷èò✱ ãðóç íàõîäèòñÿ â ïîêîå â òå÷åíèå âðåìåíè

t2 = δℓ/v0 = 2(R1 −R2)/(cv0) = 2α/ω.

➶ûâîä✿ ïåðèîä àâòîêîëåáàíèé ðàâåí T = t1 + t2✳
➴ùå ñëåäóåò çàìåòèòü✱ ÷òî ÷åì ìåíüøå ñêîðîñòü òåëåæêè✱ òåì áîëåå

ðåçêî âûðàæåí àâòîêîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ✿ v0 → 0, α → 0, sinωt1 →
0, t1 → π/ω✳ Òîãäà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà àâòîêîëåáàíèé ðàâíî

T = (π + 2α)/ω.

❮à ðèñ✳ ✸✳✼✱✸✳✽✱✸✳✾✱✸✳✶✵ ïðåäñòàâëåíû çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ êîîðäèíà✲

òû è ñêîðîñòè äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé v0✿ v
(1)
0 > v

(2)
0 ✳

✺✸



Ðèñ✳ ✸✳✼✳ ➬àâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îò âðåìåíè ïðè àâòîêîëåáàíèÿõ

Ðèñ✳ ✸✳✽✳ ➬àâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò âðåìåíè ïðè àâòîêîëåáàíèÿõ

Ðèñ✳ ✸✳✾✳ ➬àâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îò âðåìåíè ïðè v
(1)
0 > v

(2)
0

Ðèñ✳ ✸✳✶✵✳ ➬àâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò âðåìåíè ïðè v
(1)
0 > v

(2)
0

✺✹



❐èòåðàòóðà

✶✳ ❒àíäåëüøòàì✱ ❐✳➮✳ ❐åêöèè ïî êîëåáàíèÿì ✴ ❐✳➮✳ ❒àíäåëüøòàì ✕
❒✳ ✿ ➚êàäåìèÿ íàóê ÑÑÑÐ✱ ✶✾✺✺✳ ✕ ✺✵✹ ❝✳

✷✳ ❒îèñååâ✱ ❮✳❮✳ ➚ñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîé ìåõàíèêè ✴ ❮✳❮
❒îèñååâ ✕ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✾ ✕ ✸✽✵ ñ✳

✸✳ Ýëüñãîëüö✱ ❐✳Ý✳ ➘èôôåðåöíèàëüíûå óðàâíåíèÿ è âàðèàöèîííîå èñ÷å✲
ñëåíèå ✴ ❐✳Ý✳ Ýëüñãîëüö ✕ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✾ ✕ ✹✷✹ ñ✳

✹✳ ✃îóë✱ ➘æ✳ ❒åòîäû âîçìóùåíèé â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå ✴ ➘æ✳ ✃îóë
✕ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✷ ✕ ✷✼✹ ñ✳

✺✳ ➪îãîëþáîâ✱ ❮✳❮✳ ➚ñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè íåëèíåéíûõ
êîëåáàíèé ✴ ❮✳❮✳ ➪îãîëþáîâ✱ Þ✳➚✳ ❒èòðîïîëüñêèé ✕ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱
✶✾✼✹✳ ✕ ✺✵✹ ❝✳

✻✳ ➪àóòèí✱ ❮✳❮✳ ❒åòîäû è ïðèåìû êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè✲
÷åñêèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè✳ ✴ ❮✳❮✳ ➪àóòèí✱ ➴✳➚✳ ❐åîíòîâè÷ ✕ ❒✳ ✿
❮àóêà✱ ✶✾✼✻✳ ✕ ✹✾✻ ❝✳

✼✳ ❮àéôç✱ ➚✳ ❒åòîäû âîçìóùåíèé ✴ ➚✳ ❮àéôç ✕ ❒✳ ✿ ❒èð✱ ✶✾✼✻✳ ✕ ✹✺✻
❝✳

✽✳ Ïàíîâêî✱ ß✳➹✳ ➶âåäåíèå â òåîðèþ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ✴ ß✳➹✳ Ïà✲
íîâêî ✕ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✵✳ ✕ ✷✼✷ ❝✳

✾✳ ➪óòåíèí✱ ❮✳➶✳ ➶âåäåäîíèå â òåîðèþ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ✴ ❮✳➶✳
➪óòåíèí✱ Þ✳➮✳ ❮åéìàðê✱ ❮✳➚✳ Ôóôàåâ ✕ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✼✳ ✕ ✸✽✹ ❝✳

✶✵✳ ➹îëüäøòèê✱ ❒✳➚✳ ❒åõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà ✴ ❒✳➚✳ ➹îëüäøòèê✱ ➶✳❮✳
Øòåðí ✕ ➮çâåñòèÿ ➚❮ ÑÑÑÐ✱ ✶✾✽✾✳ ✕ ñ✳ ✸✺✲✹✹✳

✶✶✳ ßáëîíñêèé✱ ➚✳➚✳ ✃óðñ òåîðèè êîëåáàíèé ✴ ➚✳➚✳ ßáëîíñêèé✱ Ñ✳Ñ✳ ❮î✲
ðåéêî ✕ ÑÏá✳ ✿ ➪Õ➶✲Ïåòåðáóðã✱ ✷✵✵✼✳ ✕ ✸✸✻ ñ✳

✶✷✳ ➹îðÿ÷åíêî✱ ➶✳➘✳ Ýëåìåíòû òåîðèè êîëåáàíèé ✴ ➶✳➘✳ ➹îðÿ÷åíêî ✕ ❒✳ ✿
➶ûñøàÿ øêîëà✱ ✷✵✵✶✳ ✕ ✸✾✺ ñ✳

✺✺



Ñ❰➘➴Ð➷➚❮➮➴

➶âåäåíèå ✸

✶ ❒➴Ò❰➘ Ô➚➬❰➶❰➱ Ï❐❰Ñ✃❰ÑÒ➮✳
Ï➚Ð➚❒➴ÒÐ➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û✳ ✸
✶✳✶ Ôàçîâûé ïîðòðåò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ

ñâîáîäû ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✶✳✷ ❒åòîä ôàçîâîé ïëîñêîñòè ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✸ Ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✹ Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✺ Óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷ ❮➴❐➮❮➴➱❮Û➴ ✃❰❐➴➪➚❮➮ß ✷✽
✷✳✶ Ñèñòåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✷ ➪èôóðêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✸ ❒àëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸ ➚➶Ò❰✃❰❐➴➪➚Ò➴❐Ü❮Û➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ✹✻
✸✳✶ Ñóùíîñòü àâòîêîëåáàíèé è ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✷ Ïðèìåð àâòîêîëåáàòåëüíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

❐èòåðàòóðà ✺✻

✺✻



 

 

 

 

 

 

Шабловский Олег Никифорович 
Гавриш Вадим Юрьевич 
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