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ГЛАВА 1.   АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ  

НА ПЛОСКОСТИ 

 

1.1. Уравнение прямой 

 

Пример 1. Построить прямую по данному уравнению 13  xy . 

Решение. 
Для построения прямой достаточно найти любые две точки, 

принадлежащие  этой прямой (так как через две точки проходит толь-

ко одна прямая).  
Так как прямая задана своим уравнением, найдем любые два 

решения, которые и будут определять искомые точки. 

Пусть 01 x . Подставляя в уравнение получим: 

11031 y  

Пусть 12 x   

21132 y  

Итак, прямая проходит через точки A(0; –1) и B(1; 2). 

Удобно составить таблицу вида: 
 

x 0 1 

y –1 2 
 

Изображая точки в декартовой системе координат, строим пря-

мую. 
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Пример 2. Составить уравнение прямой, проходящей через точ-

ки A(1; –3) и B(3; 2).  

Найти угловой коэффициент и длину отрезка, отсекаемого на 
оси OY.  

Найти уравнение отрезка AB. 
 

Решение. 
Воспользуемся уравнением прямой, проходящей через две дан-

ные точки: 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








; 

 

Пусть А – первая точка, В – вторая. 

Подставляя в уравнение, получим: 
 

)3(2

)3(

13

1






 yx

;     
5

3

2

1 


 yx
; 

 

)3(2)1(5  yx ; 6255  yx ;  01125  yx . 
 

Для нахождения углового коэффициента и длины отрезка при-

ведем уравнение к виду: bkxy  . 

Тогда k – угловой коэффициент, а | b | – длина отрезка. 

Получаем: 1152  xy ; 
2

11

2

5
 xy ;   

Тогда 
2

5
k , 

5

11

5

11
b . 

Найдем уравнение отрезка AB. 

Воспользуемся параметрическим уравнением прямой: 









02

01

ytay

xtax
, Rt , где 

(a1; a2) – координаты вектора, параллельного прямой, M(x0; y0) – 

любая точка, принадлежащая прямой. 

В качестве направляющего вектора возьмем вектор AB . Найдем 
его координаты, вычитая от координат точки B координаты точки A.  

AB (2; 5). В качестве точки M возьмем A.  

Получаем: 







35

12

ty

tx
   

При  1;0t  полученные равенства задают все точки отрезка AB. 
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Пример 3. Составить уравнение оси OX.  
 

Решение. 
Воспользуемся уравнением прямой, проходящей через точку 

M(x0; y0) перпендикулярно вектору n (A; B), т.е. уравнением вида: 
0)()( 00  yyBxxA . 

В качестве нормального вектора возьмем вектор j(0;1), а в каче-
стве точки, принадлежащей прямой, точку M(1;0). Подставляя в урав-
нение получим:  

0)0(1)1(0  yx  или 0y . 

Итак, уравнение оси OX имеет вид: 0y . 
 

Пример 4. Найти уравнение прямой, проходящей через точку  

A(–1; 3) и образующей с осью OX угол, равный 
4

3
. 

 

Решение. 
Воспользуемся уравнением вида: 

)( 00 xxkyy  , где tgk . 

В нашем случае 
4

3  . Найдем k. 

1
4

ctg
42

tg
4

3
tg 






 






 

k . 

Подставляя в уравнение координаты точки A и  1k  получа-
ем: 

))1(()1(3  xy  или 2 xy . 

 
Задачи для самостоятельного решения. 

 

1. Построить прямую по данному уравнению. 

а) 14  xy ; б) 32  xy ; в) 2
4

3
 xy ; 

г) xy 3 ;  д) 3y ;  е) 2x . 
 

2. Составить уравнение прямой, проходящей через точки: 

а) A(–1; 2),  B(3; 5);  б) A(0; 0),  B(2; 1);  

в) A(1; 4),  B(1; 7) . 

 Найти числовой коэффициент и отрезок, отсекаемый на оси OY. 
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 3. Составить уравнение прямой, проходящей через точку         

A(–3; 2): 

а) параллельно вектору a (1; 3);  

б) параллельно вектору i (1; 0);  

в) перпендикулярно вектору n (–2; 5);  

г) перпендикулярно вектору j (0; 1).  
 

 4. Найти уравнение прямой, проходящей через точку A(2; 1) и 

образующей с ось абсцисс угол, равный: 

а) 
4


;   б) 

3

2
. 

 

5. Составить уравнение отрезка AB, если:  
 

а) A(–2; 1), B(2; 4) ; б) A(3; –2), B(–1; 6). 
 

6. Составить уравнение прямой, проходящей через точку        

M(–1; 2): 

а) перпендикулярно прямой 4423  yx ; 

б) параллельно к прямой 
2

1

3

2






 yx

. 

 

1.2. Угол между прямыми. Расстояние от точки до прямой. 
 

Пример 1. Найти один из углов между прямыми 

042  yx  и 
3

2

2

1 


 yx
. 

 

Решение. 
 Приведем уравнение второй прямой к общему виду: 

)2(2)1(3  yx  или 0723  yx . Найдем угол между прямыми, 

как угол между нормальными векторами этих прямых. 

 Для первой прямой )2;1(1 n , для второй прямой )2;3(2 n . 
 

65

7

)2(3)2(1

)2()2(31)(
cos

2222
21

21 






nn

nn ; 

 

Тогда 30
65

7
arccos  . 
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 Пример 2. Найти расстояние от точки A(–2; 3) до прямой  

012  yx . 

 Найти проекцию данной точки на данную прямую. 
 

Решение. 

 Найдем решение по формуле:  
22

00

BA

cByAx
d




 . 

 Подставляя координаты точки A и параметры прямой в формулу 

получаем:  

5

7

)2(1

1322

22





d . 

 

Найдем проекцию точки.  

Так как проекция – это точка пересечения перпендикуляра про-

веденного из данной точки на данную прямую, найдем уравнение 
прямой проходящей через точку A, перпендикулярно данной. Так как 

прямые перпендикулярны, то нормальный вектор n (1; –2) является 
направляющим для искомой прямой.  

 

Получаем:  
2

3

1

)2(





 yx

;   3)2(2  yx ; 

 

012  yx  – уравнение искомой прямой.  

Найдем точку пересечения этих двух прямых. 

Решим систему: 








012

012

yx

yx
 

 

По формулам Крамера получим: 
 

5

3

21

12

21

11








x ;  
5

1

5

11

12






y . 

 

Итак, 







5

1
;

5

3
B  – искомая проекция. 
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Задачи для самостоятельного решения. 
 

1. Найти один из углов между прямыми: 
 

а) 012  yx  и 23  xy ; 

б) 032  yx  и 
2

4

1

3





 yx

; 

в) 







2

12

ty

tx
 и 







13

26

ty

ty
 

 

2. Найти расстояние от точки A(2; –1) до прямой 0123  yx . 
 

3. Найти расстояние между прямыми  

0232  yx  и 064  yx . 

 

1.3. Кривые второго порядка 
 

1.3.1 Окружность 
 

 Пример 1. Найти центр и радиус окружности заданной уравне-

нием 054 22  yxx . 

Решение. 
 Приведем данное уравнение к виду: 

    22
0

2
0 Ryyxx  ,  где O(x0; y0) – центр окружности,  R – ради-

ус, выделяя полный квадрат по переменной x. Это можно сделать по 

формуле: 

42222

2 2222
22 p

q
p

xq
pp

x
p

xqpxx 





 













  ; 

 

    92442

5222254

2222

222222





yxyx

yxxyxx
 

Получили следующее уравнение:   92 22  yx . Таким обра-
зом, центр окружности находится в точке O(–2; 0), радиус R = 3. 

 

Задачи для самостоятельного решения. 
 

 1. Изобразить в системе координат Oxy:  

а) 422  yx ; 

б) 01622  yyx ; 



 9

в) 024222  yxyx . 
 

2. Составить уравнение окружности имеющей центр в точке: 
а) (2; –5) и радиус, равный 4; 

б) (–3; 4) и проходящей через начало координат; 
в) (0; 4) и проходящей через точку (5; –8).   

 

1.3.2. Эллипс 
 

Пример 1. Дано уравнение эллипса: 422516925 22  yx . Вы-

числить длину осей, координаты фокусов и эксцентриситет.  
 

Решение. 

Приведем данное уравнение к виду: 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, разделив левую и 

правую часть на 4225.  
Получим:  

1
4225

169

4225

25 22


yx или 1

25169

22


yx

 или 1
513

2

2

2

2


yx

. 

Тогда большая ось 261322 a , малая ось  10522 b . 

Из соотношения  1214425169222  cab . 

Таким образом, первый фокус имеет координаты (12; 0), второй 
фокус имеет координаты (–12; 0). 

Находим эксцентриситет: 
13

12


a

c
e . 

 

Пример 2. Прямые  8x  служат директрисами эллипса, малая 

ось которого равна 8.  

Найти уравнение этого эллипса. 
 

Решение.  
Из условия 482  bb .  

Уравнения директрис: 
e

a
x  , тогда 888

2


c

a

ac

a

e

a
. 

Так как 222 bca   получим 8
162



c

c
. 

Приходим к квадратному уравнению: 01682  сс . 

Решая, находим с=4. Тогда 3244 222 a . 
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Искомое уравнение: 1
1632

22


yx

.  

 

Задачи для самостоятельного решения. 
 

Составить каноническое уравнения эллипса, зная, что: 

а) расстояние между фокусами равно 6 и большая полуось 
равна 5; 

б) большая полуось равна 10 и e = 0,8; 

в) малая полуось равна 3 и 
2

2
e ; 

г) сумма полуосей равна 8 и расстояние между фокусами 

также равно 8. 

 

1.3.3. Гипербола 
 

Пример 1. Дана гипербола  1
169

22


yx

.  

Найти координаты фокусов, эксцентриситет, уравнения асим-

птот и директрис.  
Решение. 

Из данного уравнения 3a ; 4b . 

Для гиперболы 251692222  cbac . 

Тогда 5c  и координаты фокусов: F(5; 0); F(–5; 0). 

Эксцентриситет 
3

5


a

c
e . 

Асимптоты: x
a

b
y  . В нашем случае: xy

3

4
 . 

Уравнения директрис: 
e

a
x  ; 

5

9

35

3
x . 

 

Задачи для самостоятельного решения. 
 

Составить каноническое уравнение гиперболы, фокусы которой 

лежат на оси OX, если: 

а) расстояние между вершинами равно 8, а расстояние между 

фокусами 10; 

б) действительная полуось равна 5 и вершины делят расстояние 
между центрами и фокусами пополам; 
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в) действительная ось равна 6 и гипербола проходит через точку 

A(9; –4); 

г) гипербола проходит через две точки P(–5; 2) и Q(2 2 ; 2 ). 
 

1.3.4. Парабола 
 

Пример 1. Дано уравнение параболы 2xy  . 

Найти координаты фокуса и уравнение директрисы. 
 

Решение. 
Из вида уравнения следует, что парабола симметрична относи-

тельно оси OY и ветви направлены вверх. Уравнение такой параболы 

имеет вид: 
2

1
1222  pppyx . Тогда фокус имеет координаты 

(0; 
2

p
). В нашем случае F(0; 

4

1
). Уравнение директрисы для такой па-

раболы имеет вид: 
2

p
y  . В нашем случае:

4

1
y . 

 

Задачи для самостоятельного решения. 
 

Составить уравнение параболы, зная, что: 

а) расстояние фокуса от вершины равно 3; 

б) фокус имеет координаты (5; 0), а ось ординат служит дирек-

трисой; 

в) парабола симметрична относительно оси X, проходит через 
начало координат и точку M(1; –4); 

г) парабола симметрична относительно оси Y, проходит через 
начало координат и через точку M(6; –2); 

д) симметрична относительно оси Y, фокус помещается в точке 

(0; 2) и вершина совпадает с началом координат. 
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ГЛАВА 2.  МАТРИЦЫ. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ.  

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

2.1. Матрицы и действия над ними 

 

Пример 1. Вычислить EAA T 723  , если 



















534

021

102

A . 

Решение. 
 

























































100

010

001

7

534

021

102

2

534

021

102

3723

T

T EAA  

 



























































700

070

007

501

320

412

2

15912

063

306

 

 









































2910

693

529

7)5(215002901212

032072260023

04230)1(207226

. 

 

Пример 2. Найти произведение матриц А и В:  

а) 









43

21
A , 










95

53
B    б) 




















2113

3514

3205

A , 
























54

07

32

16

B  

в) 

















324

021

108

A , 



















621

542

732

B . 

 

Решение. 
 

а) 



































 

5129

2313

94535433

92515231

95

53

43

21
222222 CBA  
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б) 








































 

54

07

32

16

2113

3514

3205

232443 CBA  

 







































1017

1469

1056

520131)1(34271)2(163

530531)1(44375)2(164

530230)1(54372)2(065

. 

 

в) 


































 

621

542

732

324

021

108

333333 CBA  

 























)6(3527423)4(23413)2(224

)6(0527120)4(23110)2(221

)6(1507821)4(03811)2(028

 

 

















20107

3116

502617

. 

 

Пример 3. Найти значение многочлена )(xf  от матрицы А, если  

523)( 2  xxxf , 





















253

142

321

A . 

Решение. 
3

2 523)( EAAxf  , где 3E  – единичная матрица размера 33 . 
 

































































841

473

796

253

142

321

253

142

321
2 AAA . 

 



















































































25229

103413

152321

100

010

001

5

253

142

321

2

841

473

796

3)(Af . 
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Задачи для самостоятельного решения. 
 

Пример 4. Вычислить EAA T 354  , если 









53-

46
A . 

 

Пример 5. Вычислить TCBA 24  , если 





















611

504

132

A ,  

 




















764

532

101

B , 
















953

402

187

C . 

Пример 6. Найти произведение матриц BA  :    

а) 










43

12
A , 










6

5
B ,   б) 




















067

543

211

A , 



















821

513

401

B , 

в) 









410

235
A , 




















06

28

13

B . 

 

Пример 7. Найти значение многочлена 342)( 2  xxxf  от 

матрицы 





















211

504

132

A . 

 

2.2. Определители 
 

Пример 1. Вычислить определители первого, второго и третьего 

порядков: а) 3 , б) 
54

32 
, в) 

156

204

321





. 

 

Решение. 
а) 33  , 
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б) 2212104)3(52
54

32



, 

в) 




60)3()3(546)2(2)1(01

156

204

321

 

66)1(241)2(5  . 
 

Пример 2. Вычислить определитель, используя теорему Лапласа 
 

102

315

113




. 

 

Решение. 
 

Воспользуемся теоремой Лапласа и разложим определитель по 

элементам третьей строки. 
 




333231 102

102

315

113

AAA  

 

16842
15

13
)1(1

31

11
)1(2 3313 





  . 

 

 

Пример 3. Вычислить определители, предварительно упростив 

их, используя свойства определителя: 

а) 
427227

391191
,      б) 

121

453

212




. 

Решение. 
 

а) 




200227

200191

127227

191191

200227227

200191191

427227

391191
 

 

7200)227191(2002002272001910  . 
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б) 491149

121

1110

0490

121

1110

450

121

453

212
4)3(

)2(








 


IIIIIIII

IIII

 

 
Задачи для самостоятельного решения. 

 

Пример 4. Вычислить определители первого, второго и третьего 

порядков: а) 12 ,   б) 
59

63


,   в) 

623

157

824


 . 

 

Пример 5. Вычислить определители, используя теорему Лапла-
са: 

а) 
730

952

432

,  б) 

110

824

012


 . 

 

Пример 6. Вычислить определители, предварительно упростив 

их, используя свойства определителя: 

а) 
21623172

21613171
,    б)

513

465

321


. 

 

2.3. Обратная матрица. Системы линейных однородных и неодно-

родных уравнений. 
 

Пример 1. Найти матрицу 1A , обратную данной матрице А, ес-
ли она существует: 

а) 






 
41

32
,   б) 




















531

014

321

,   в) 

















815

421

053

. 

 

Решение. 

а) 1138
41

32
det 







 
. Так как определитель матрицы отли-

чен от нуля, то матрица невырожденная и, следовательно, существует 
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единственная обратная матрица. Для ее определения вычислим алгеб-

раические дополнения данной матрицы. 
 

44)1( 11
11  A , 11)1( 21

12  A , 33)1( 12
21  A , 

22)1( 22
22  A . 

Следовательно, для матрицы 






 


41

32
A  обратной матрицей 

будет матрица 





















11/211/1

11/311/4

21

34

11

11A .  

б) 01240033605

531

014

321

det 

















 . 

5
53

01
)1( 11

11  A ,    20
51

04
)1( 21

12 



 A , 

11
31

14
)1( 31

13 



 A ,  1
53

32
)1( 12

21  A , 

8
51

31
)1( 22

22 


 A ,    5
31

21
)1( 32

23 


 A , 

3
01

32
)1( 13

31  A ,    12
04

31
)1( 23

32 


 A , 

9
14

21
)1( 33

33 


 A . 

 

Следовательно, 












































4/312/512/11

13/23/5

4/112/112/5

9511

12820

315

12

11A . 

 

в) 040120010048

815

421

053

det 















 . 

 Так как определитель матрицы равен нулю, то матрица является 

вырожденной и, следовательно, для нее не существует обратной мат-
рицы. 
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Замечание: для матрицы А обратная матрица 1A  найдена вер-

но, если выполняется условие EAAAA   11 , где Е – единичная 
матрица. 
 

Пример 2. Проверить совместность системы уравнений и в слу-

чае совместности решить ее:  
1) по формулам Крамера;  
2) с помощью обратной матрицы (матричным методом); 
3) методом Гаусса. 

 а) 













63

742

835

321

321

321

xxx

xxx

xxx

,  б) 













3511

23

635

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

Решение. 
а) Совместность данной системы поверим по теореме Кронеке-

ра-Капелли. С помощью элементарных преобразований найдем ранг 

матрицы системы 



















131

142

351

A  и ранг расширенной матрицы 

системы 




















6

7

8

 

131

142

351
~
A . 

 

IIII
III
























)2(

6

7

8

 

131

142

351



)7/4(

14

23

8

 

280

5140

351



















IIIII

 




















76

23

8

 

7600

5140

351

. 

 

Следовательно, 3~ 
AA rr  (т.е. числу неизвестных). Значит, исходная 

система совместима и имеет единственное решение. 
 1) По формулам Крамера. 




 1
1x ,  




 2
2x , 




 3
3x ,   где 12

131

142

351




 , 
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12

136

147

358

1 


 ,  24

161

172

381

2 


 , 

 

12

631

742

851

3 


 . 

Таким образом, 1
12

12
1 x , 2

12

24
2 x , 1

12

12
3 


x . 

 

 2) Система уравнений записанная в матричной форме имеет вид 

BAX  , где 




















131

142

351

A ,  
















6

7

8

B ,   

















3

2

1

x

x

x

X . 

Следовательно, решением будет матрица BAX 1 .  
Так как 012det  A , то матрица А невырожденная и для 

нее существует единственная обратная матрица  




















1482

521

17141

12

11A . 

Решение системы: 
 




























































































1

2

1

12

24

12

12

1

6

7

8

1482

521

17141

12

1

3

2

1

x

x

x

X . 

 

Итак, 11 x , 22 x , 13 x . 
 

 3) Решим систему методом Гаусса. 
Так как система совместна и имеет единственное решение, то с по-

мощью элементарных преобразований приведем расширенную мат-
рицу системы к трапециевидной форме и последовательно выразим 

неизвестные. Выполняя аналогичные преобразования, как и при на-
хождении ранга расширенной матрицы системы, получим: 
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7676

23514

835

3

32

321

x

xx

xxx

. 

 

Из полученной системы находим 11 x ,  22 x , 13 x . 

 

б) Проверим совместность системы с помощью теоремы Кроне-
кера-Капелли. 

 

IIII
III

















 





3

3

2

6

  

5111

113

351



)1(

3

16

6

  

8160

8160

351


























IIIII

























13

16

6

  

000

8160

351

. 

 

Ранг матрицы системы 2Ar , ранг расширенной матрицы системы 

3~ 
A

r . Так как 
AA rr ~ , то из теоремы Кронекера-Капелли следует не-

совместность исходной системы. 
 

Пример 3. Проверить совместность системы уравнений и в слу-

чае совместности решить ее. 

 а) 













765

143

42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; б) 








0322

0143

321

321

xxx

xxx
. 

Решение. 
Так как метод Гаусса позволяет одновременно и проверять со-

вместность системы уравнений и решать ее, то воспользуемся этим 

методом. 

а) Составим расширенную матрицу системы A
~

 и находим Ar  и 

A
r~  с помощью элементарных преобразований строк. 

IIII
III
























)3(

7

1

4

  

651

413

121



IIIII 























11

11

4

  

770

770

121





















0

11

4

  

000

770

121

. 

 

Следовательно, 32~ 
AA rr  (количества неизвестных). Поэтому 

система совместна и имеет бесчисленное множество решений, зави-

сящих от одного )123(   параметра. 
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 Первые две строки последней матрицы составляют расширен-

ную матрицу системы 








1177

42

32

321

xx

xxx
 эквивалентной исходной. 

 Так как 07
70

21



 , то в качестве базисных неизвест-

ных берем 1x  и 2x , а 3x  принимаем за свободную неизвестную (пара-
метр). 

 Пусть Cx 3 , тогда из второго уравнения последней системы 

имеем Cx 
7

11
2 . Подставив выражение для 2x  в первое уравнение, 

найдем CCCx 





  76

7

11
241 . 

 Значит, общее решение системы имеет вид: Cx  761 , 

Cx  7112 , Cx 3 , где С – произвольный параметр. 
 

 б) Преобразуем расширенную матрицу системы. 
 

3

3

1
 

221

143













III

  













3

8
 

221

520
. 

 

Следовательно, 32~ 
AA rr , система совместна и имеет бесчислен-

ное множество решений, зависящих от одного параметра. 

 Так как 02
21

20
 , то в качестве базисных неизвестных 

берем 1x  и 2x , а 3x  – свободная неизвестная. 
 Пусть Cx 3 , тогда 2542 Cx  , Cx 351   – общее решение 
исходной системы, где С – произвольный параметр. 
 Замечание: за базисные неизвестные принимаются те, для кото-

рых определитель, составленный из коэффициентов при этих неиз-
вестных не равен нулю. 

 

Пример 4. Решить систему линейных однородных уравнений. 
 

а) 













032

025

043

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; б) 













0562

053

04

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 
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Решение. 
 

 а) Определитель системы 030

132

251

143




, поэтому система 

имеет единственное нулевое решение 0321  xxx . 
 

 б) Определитель системы 0

562

153

411







, поэтому система 

имеет бесчисленное множество решений. Найдем их методом Гаусса. 
 

2
)3(

562

153

411 





















 IIII
III



IIIII 






















1380

1380

411





















000

1380

411

. 

 

Так как 08
80

11



  для системы 









0138

04

32

321

xx

xxx
 эквива-

лентной исходной, то в качестве базисных неизвестных берем 1x  и 2x , 

а 3x  – свободная переменная. 
Пусть Cx 3 , тогда из последнего уравнения получаем 

8132 Cx  , а из первого CCCxxx
8

19
4

8

13
4 321  . 

Значит, общее решение системы имеет вид: Cx
8

19
1  , 

Cx
8

13
2  , Cx 3 , где С – произвольный параметр. 

 

Задачи для самостоятельного решения. 
 

Пример 5. Найти матрицу 1A , обратную данной матрице А, ес-

ли она существует. 

а) 







 21

54
;    б)





















312

405

312

;    в) 




















283

031

254

. 
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Пример 6. Проверить совместность системы уравнений и в слу-

чае совместности решить ее: 1) по формулам Крамера; 2) с помощью 

обратной матрицы (матричным методом); 3) методом Гаусса. 

а) 













142

25

1143

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; б) 













3343

54

723

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

 

Пример 7. Проверить совместность системы уравнений и в слу-

чае совместности решить ее. 

а) 













1475

43

542

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; б) 








07104

0245

321

321

xxx

xxx
. 

 

Пример 8. Решить систему линейных однородных уравнений. 
 

а) 













02

025

047

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; б) 













0653

0534

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

 

 

ГЛАВА 3.  АНАЛИТИЧЕСКАЯ  ГЕОМЕТРИЯ   

В  ПРОСТРАНСТВЕ 
 

3.1. Скалярное произведение двух векторов.  
Угол между двумя векторами 

 

Косинус угла между векторами  определяется формулой: 
 

.cos
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121

zyxzyx

zzyyxx

ba

ba




  

 

Пример 1. Даны точки ).3;1;8(),7;3;9(,)5;10;1(  CBA  Найти:  

а) ,BCAB    б) угол между ABи ,AC   в) площадь треугольника 
.ABC  

Решение. 
а) ).2,7,8())5(7,103,19( AB  Аналогично находим 

).10,4,1( BC  0102)4(7)1(8  BCAB  (значит, треугольник 

ABC  прямоугольный, o90B ). 
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б) ).8,11,7( AC  Тогда  





222222 8)11(7)2()7(8

8)2()11)(7(78
cos

ACAB

ACAB
A  

,45,
2

2

2117

117

234117

117 o A  

в) так как ,
2

2
45sinsin o A  то   


2

2
234117

2

1
sin

2

1
AACABS ABC  5,58

2

117
 (кв. ед.). 

 

3.2. Векторное  произведение  двух  векторов 
 

Пример 2. Векторы a  и b  имеют длины, соответственно равные 
8 и 5, и образуют угол в .30о  Найти площадь треугольника, построен-

ного на векторах a  и b . 
Решение. 

Площадь параллелограмма, построенного на векторах ba , , равна 
205,04030sin58  о

 (кв. ед.). Значит, площадь соответствующего 

треугольника равна 105,020  (кв. ед.). 
 

Пример 3. Найти векторное произведение ba   векторов 

)8,4,3( a  и )1,2,5( b . 

Решение. 
Так как для векторов, заданных в базисе kji ,,  

k
yx

yx
j

xz

xz
i

zy

zy

zyx

zyx

kji

ba
22

11

22

11

22

11

222

111  , 

то в нашем случае  
















 kji

kji

ba
25

43

51

38

12

84

125

843  

 

kji 144320  . 

Итак, ).14,43,20( ba  
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Пример 4. Найти площадь S  треугольника, заданного вершина-
ми )1,3,2( A , )4,5,0( B , )6,8,1(C . 

Решение. 
Искомая площадь равна половине площади параллелограмма, 

построенного на векторах AB  и AC  (которая, как уже известно, рав-

на ACAB ). Находим ),5,8,2( AB  )5,11,1(AC . Тогда 

)14,15,95(
111

82
,

51

52
,

511

58


















 ACAB . 

Значит, 

6,489446
2

1
)14(1595

2

1

2

1 222  ACABS . 

 

Пример 5. Найти площадь треугольника, заданного вершинами 

),(),,,(),,( 332211 yxCyxByxA .  

Решение. 
В прямоугольной системе координат эти точки имеют коорди-

наты )0,,(),0,,(),0,,( 332211 yxCyxByxA . Значит,  
 

)0,,( 1212 yyxxAB  ,  )0,,( 1313 yyxxAC  .  

Тогда  

 ACAB 














1313

1212

1313

1212 ,0,0

0

0
yyxx

yyxx

yyxx

yyxx

kji

. 

 

Получим   
1313

1212

2

1313

121222 mod00
yyxx

yyxx

yyxx

yyxx
ACAB 


 . 

 

Таким образом, искомая формула имеет вид: 
 

1313

1212mod
2

1

2

1

yyxx

yyxx
ACABS 

 . 

 

Пример 6. Коллинеарны ли векторы )1,5,2( a  и )3,15,6( b ? 

Решение. 
Вычислим векторное произведение :ba   

)0,0,0(
156

52
,

36

12
,

315

15 














ba . 
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Итак, векторы коллинеарны. Однако, проще проверить пропор-
циональность соответствующих координат. 

 

3.3. Смешанное произведение трёх векторов. 
Геометрический смысл смешанного произведения 

 

Смешанное произведение трёх векторов 
 

),,(),,,(),,,( 333222111 zyxczyxbzyxa  
 

определяется формулой:  

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba  . 

Следовательно, объём параллелепипеда, построенного на этих векто-
рах, вычисляется по формуле: 

333

222

111

mod

zyx

zyx

zyx

V  . 

Объём треугольной пирамиды с вершинами в точках ),,,( 1111 zyxM  

),,,( 2222 zyxM  ),,,( 3333 zyxM  ),,( 4444 zyxM  находится по формуле: 
 

141414

131313

121212

mod
6

1

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

V





 . 

 

Необходимое и достаточное условие компланарности трёх 
векторов выражается равенством:  

0

333

222

111


zyx

zyx

zyx

. 

 

Пример 7. Найти объём параллелепипеда, построенного на век-

торах  )1,3,1(a , )3,1,2(b , )2,1,3(c . 

Решение. 
 

13

183

152

001

mod

213

312

131

mod 


V . 
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Пример 8. Доказать, что векторы ),3,2,1( a  ),6,5,4( b  )9,7,5( c  

компланарны. 
Решение. 

Так как 0

975

975

321

 

975

654

321











, т.е. выполнено условие компла-

нарности векторов, то данные векторы компланарны. 
 

Пример. 9. Вычислить объём треугольной пирамиды, вершины 

которой находятся в точках ),4,1,6(1M  ),7,3,1(2 M  ),3,1,7(3M  
)5,2,2(4 M . 

Решение. 
 

3

23

1334

001

245

mod
6

1

934

101

345

mod
6

1

451262

431167

471361

mod
6

1

















V

 
 

Пример 10. Даны точки )6,2,1(),2,4,2(),2,1,1(),1,3,2( DCBA  . 

Вычислить: 1) угол между ребром AD  пирамиды ABCD  и плоско-
стью ABC , 2) длину высоты  DO  пирамиды. 

Решение. 
1) Пусть O  – проекция точки D  на плоскость Тогда угол между 

векторами AD  и AO  – искомый угол. Пусть ACABAL  , тогда 
ABCAL   и LADDAO  o90 . Тогда ),5,5,3(AD  ),1,4,3(AB  

)1,7,4(AC , ).5,1,3(
74

43
,

14

13
,

17

14









AL  

o5,62;46,0
5935

21)cos(  LAD
ADAL

ADALLAD . 

Значит, o5,27o5,62o90 DAO . 

2) Как видно из рисунка ALADDO  . Значит, 
53,346,059)cos(  LADADDO . 

 

3.4. Различные виды уравнения плоскости 
 

Пример 11. Написать уравнение плоскости, проходящей через 
точки )0;5,8(  ,)2,3,1( 21 MM  и параллельной вектору )1,1,4( a . 
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Решение. 
Пусть точка ),,( zyxM  принадлежит искомой плоскости. Тогда 

векторы   ),2,3,1(1  zyxMM  ),2,8,7(21 MM  a  – компланар-

ны (т.е. их смешанное произведение равно нулю). Получаем: 
 







114

287

231

211

zyx

aMMMM  










14

87
)2(

14

27
)3(

11

28
)1( zyx

 
532565025366  zyxzyx . 

 
Приравнивая к нулю полученное смешанное произведение, получим 

искомое уравнение плоскости: 053256  zyx  или 

053256  zyx . 
 

Пример 12. Написать уравнение плоскости, проходящей через 
точку )7,1,4(A и параллельной двум векторам )5,0,3(1 a и )1,1,9(2 a . 

Решение. 
Заметим, что векторы 1a  и 2a  не коллинеарны (их координаты 

не пропорциональны). Поэтому задача имеет единственное решение. 
Будем рассуждать аналогично предыдущему примеру. Пусть точ-

ка ),,( zyxM  принадлежит искомой плоскости. Тогда векторы 

21   ,  ),7,1,4( aazyxAB   компланарны и их смешанное произве-
дение равно нулю. Т.е. 

 





yxzyx

zyx

48123
11

50
)7(

19

53
)1(

19

03
)4(

119

503

714

 

 

95548335548  zyxz . 

Итак, 0955483  zyx  – уравнение искомой плоскости. 
 

Пример 13. Записать уравнение плоскости, проходящей через 
точку )6,1,1( M  и имеющей нормаль )4,0,3(n . 

Решение. 
Общее уравнение искомой плоскости имеет вид 043  Dzx  

(плоскость параллельна оси OY ). Так как точка M  принадлежит ис-
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комой плоскости, то координаты ,1,1  yx 6z  удовлетворяют 
уравнению плоскости. Подставив их в уравнение, вычислим D : 

06413  D . Отсюда 27D . Итак, 02743  zx  – искомая 
плоскость. 

Замечание. Так как плоскость параллельна оси OY , то любая 

точка вида )6,,1( yM , где y  – любое число, будет принадлежать этой 

плоскости. 
 
Пример 14. Написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки ),0,3,3( A  )2,3,5(),1,7,0( CB . 

Решение. 
 









624214
68

103

28

13
)3(

26

110
)3(

023335

013730

033

yxzyx

zyx

 

0486221462  zyxz . Итак, 024317  zyx – искомая 

плоскость. 
 

 Пример 15.  Найти угол между плоскостями: 
 

.zyx,zyx 013024   
Решение. 

 Воспользуемся формулой 
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA



  

и найдем косинус угла между плоскостями 
 

 
.cos

2

2

24

4

216

4

011822

081212

222222











  

Получим:  .45  

 

3.5.  Различные  виды  уравнений  прямой  в  пространстве 
 

3.5.1. Каноническое  уравнение  прямой 
 

Пример 16. Составить каноническое уравнение прямой, прове-
денной через точку  M0(6, 2, -3)  параллельно вектору  .,,a 754   

Решение. 
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Применяя формулу 
3

0

2

0

1

0

a

zz

a

yy

a

xx 






, получим каноническое 

уравнение прямой:  

.
zyx

7

3

5

2

4

6 








 

 

 Пример 17. Составить параметрическое уравнение прямой, прохо-

дящей через точку   3,2,10 M  и параллельной вектору   .5,4,2 a  
Найти точку  P  прямой, которой соответствует значение  t = 2.  

Решение. 
Так как в данном случае  ,10 x

 
,20 y

 
,30 z

 
,21 a

 
,42 a

 
53 a , то параметрическое уравнение прямой имеет вид: 

.tz,ty,tx 534221   

При  t = 2  получим:  .z,y,x 725362425221   

На прямой фиксирована точка  P(5, 6, –7). 
 

3.5.2. Прямая как пересечение двух плоскостей.  

Угол между двумя прямыми 

 

Пример 18. Задана прямая  
 








.01756

,010543

zyx

zyx

 
 

Написать каноническое и параметрическое уравнение прямой.  
 

Решение. 
Составим матрицу из коэффициентов при неизвестных 

.










156

543
 Вычислим координаты направляющего вектора a   сле-

дующим образом: 
 

.a,a,a 9
56

43
27

61

35
21

15

54
321 









 

 

Возьмем какую-нибудь точку прямой. Для этого нужно придать 
конкретное значение одной из координат, а значения двух других на-
ходятся из системы уравнений. Положим, например,  z = 0. Тогда ис-
ходные уравнения примут вид: .yx,yx 0175601043   Ре-
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шая эту систему, получим: .y,x 12 00  Следовательно, на пря-

мой зафиксирована точка  M0(2, -1, 0). Каноническое уравнение при-
мет вид: 

.
zyx

,
zyx

39

1

7

2

927

1

21

2













 
 

Параметрическое уравнение примет вид:  Rt

tz

ty

tx














   ,

3

19

27

. 

 

Пример 19. Найти угол между двумя прямыми 
 

.
zyx

,
zyx

7

1

8

4

11

2

8

6

2

3

7

5




















 
 

Решение. 
Первая и вторая прямые имеют направляющие векторы соответ-

ственно    .7 ,8 ,11,8 ,2 ,7  ba  Воспользовавшись формулой 

,  cos
2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

332211

bbbaaa

bababa




  

получим: 
 

     
     

.cos
2

1

234117

117

7811827

7882117

222222








  

 

Следовательно,  .45  
 

3.6. Расстояние от точки до прямой. Расстояние между двумя 

прямыми 
 

Расстоянием от точки до прямой называется длина перпенди-

куляра, опущенного из точки на прямую. 

Пусть дана прямая  l: 
3

0

2

0

1

0

a

zz

a

yy

a

xx 






  и точка  

),,( 1111 zyxM . Искомое расстояние d есть высота параллелограмма, по-

строенного на векторах  
 

},,{},,{ 0101011032,1 zzyyxxMMaaaa  . 
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2
3

2
2

2
1

2

21

0101

2

13

0101

2

32

0101

aaa

aa

yyxx

aa

xxzz

aa

zzyy

d




  

 

Пример 20. Найти расстояние от точки  M0(1, -2, 3)  до прямой  
.tz,ty,tx 474429   

Решение. 
 Получим: 
 

   

   
.d 10

36

3600

442

42

3419

42

3719

44

3724

222

222


















 

Пример 21. Вычислить расстояние между скрещивающимися 

прямыми  












,31

,27

,23

tz

ty

tx

           и          











.62

,8

,45

tz

y

tx

 

 

Решение. 
Прежде всего убедимся, что прямые являются скрещивающими-

ся. С этой целью составим определитель третьего порядка, у которого 
в первой и второй строке находятся координаты направляющих век-
торов соответственно первой и второй прямой, а в третьей строке – 
разности между соответствующими координатами заданных точек 
второй и первой прямой: 

.56

604

322

112

604

322

127835










 
Так как определитель больше нуля, то при вычислении расстоя-

ния возьмем знак плюс перед соответствующей дробью: 
 

.d 2
28

56

04

22

64

32

60

32

56

222
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Задания  для  самостоятельного  решения. 
 

1. Даны точки ),,,(A 4810 ),,(B 713  . Принадлежит ли точка 

 011 ,,M     прямой AB ? 

2. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

),,(M 383   и параллельной плоскости:    0542  zyx . 

3. Найти расстояние между параллельными плоскостями   

0143  zyx    и    01043  zyx . 

4. Найти прямую, проходящую через точку  3510 ,,M  , парал-

лельно вектору    256 ,,a .  

5. Построить плоскость, проходящую через точку )3,1,4( L  и прямую 

b , заданную параметрическими уравнениями: 

pz,py,px 5223  . 

6. Найти угол между прямой c, заданной каноническими уравнения-

ми 
0

6

1

2

4

1 






 zyx

, и плоскостью  , заданной уравнением 

0137  zyx . 

Замечание. Ноль в знаменателе в каноническом уравнении прямой с 
не должен пугать – он лишь означает, что прямая параллельна  плоскости  

XOY. 

7. Найти канонические уравнения прямой  







.zyx

,zyx

07223

0562

 

8. Найти расстояние от точки )2,2,5( H  до прямой 

1

6

3

2

2

1 





 zyx
. 

9. Прямая 
5

3

2

1

3

2 






 zyx

 перемещается в пространстве в на-

правлении вектора ),,(a 461  . Какую плоскость образует она при этом пе-

ремещении?  

10. Вычислить объем пирамиды, которую ограничивают плоскости 

024438,,,  zyxYOZXOZXOY ;  

11. Даны две плоскости: 02534  zyx  и 

03358  zyx . Построить плоскость, которая делит угол, образую-

щийся при пересечении этих плоскостей, пополам.  

12. При каких значениях m и A прямая  ,5,23 mtytx   

tz 61  перпендикулярна плоскости   0532  zyAx ? 
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