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В настоящее время математическое моделирование особенностей напряженно-деформированного состояния яв-
ляется перспективным направлением научных исследований. В связи с этим целью данной работы стал расчет 
напряженно-деформированного состояния, обусловленного системой параллельных линзовидных остаточных меха-
нических двойников, возникающих при локальном деформировании поверхности мартенситной фазы монокристалла 
Ni2MnGa. Метод применяется с использованием принципа суперпозиции полей и в приближении непрерывного рас-
пределения двойникующих дислокаций на границах двойника в сплошной упругой среде.  

Получены графики распределения полей смещений и напряжений, на основании которых замечено, что конфигу-
рация распределения компоненты смещений uy значительно отличается от смещений компонент ux и uz, имеющих по-
добное друг другу распределение смещений. Наибольшая величина смещений наблюдается у компоненты uy в обла-
сти вершин двойников. 

Представлены результаты расчетов шести компонент тензора полей напряжений. Отмечено подобие характера 
распределения напряжений компонент σxz и σzz, однако численно компоненты отличны друг от друга примерно в два 
раза. Наибольшая величина возникающих напряжений в системе линзовидных двойников наблюдается у компонент 
σxx, σxz, σyy, σyz и сосредоточена главным образом у границ и вершин двойников. Общей чертой полученных компо-
нент смещений и напряжений системы линзовидных двойников является симметричность относительно OY. Помимо 
этого, распределение напряжений у всех полученных компонент тензора главным образом локализовано на границах 
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и у вершин двойников, где, как правило, сосредоточены наибольшие значения напряжений, способных оказывать 
существенное влияние на дислокационные и диффузионные процессы. 

 

Ключевые слова: сплавы Гейслера, параллельные линзовидные остаточные механические двойники, локальное 
деформирование, поверхность мартенситной фазы монокристалла, принцип суперпозиции полей, двойникующие 
дислокации, поля напряжений. 
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Nowadays mathematical modeling of peculiar features of a stress-strain state is considered as a perspective direction of 
research. In this regard the aim of this paper has been to make calculations of the stress-strain state initiated by a system of 
parallel lenticular residual mechanical twins that occur due to local surface deformation of  Ni2MnGa single crystal martensi- 
tic phase. The method is applied while using a superposition principle of fields and approximation of a continuous distribution 
of twinning dislocations on twin boundaries in a continuous elastic medium.  

The calculations have made it possible to obtain distribution graphs of displacement fields and stresses and point out the 
fact that a configuration of displacement component distribution uy is significantly different from the displacement of compo-
nents ux and uz having a displacement distribution similar to each other. The highest value of displacement occurs in the com-
ponent uy in twins peaks. 

The paper also presents results of calculations for six components of a stress field the tensor. The obtained results have 
revealed similarity in stress distribution character of the components  σxz and σzz, but they differ numerically from each other 
about in two times. The largest value of the stresses occurring in the lenticular twins has been observed in components σxx, 
σxz, σyy, σyz and it has been focused mainly at the borders and peaks of twins. A common feature of the obtained components 
of displacement and stresses in a lenticular twins system is symmetry with regard to OY. In addition, the stress distribution  
of all obtained tensor components has been mainly localized at the borders and at the tops of twins where the highest values  
of stresses capable of exerting a significant impact on dislocation and diffusion processes are generally concentrated. 

 

Keywords: Heusler alloy, parallel lenticular residual mechanical twins, local deformation, surface of single crystal mar-
tensitic phase, superposition principle of fields, twinning dislocation, stress field. 

 

Fig. 4. Ref.: 13 titles. 

 
Введение. Сплавы Гейслера, или магнитные 

материалы с памятью формы, приобретают все 
большую популярность как в практическом, так 
и в фундаментальном направлении исследова-
ний [1–5]. Открытый эффект бездиффузионно-
го фазового превращения в магнитном поле  
у сплавов Гейслера породил целую волну раз-
нообразных полезных изобретений и механиз-
мов. Самый яркий пример этого – актюатор,  
в котором способности сплава Ni2MnGa нашли 
практическое применение одними из пер- 
вых [5]. В плане практического применения 
металлы с памятью формы обладают как до-
стоинствами, так и недостатками. Знание этих 
качеств позволяет находить наилучшие спосо-
бы массового и единичного применения, опти-
мизировать условия эксплуатации и улучшать 
рабочие характеристики материала. 

Экспериментальные исследования двойни-
кования и бездиффузионного фазового превра-
щения в настоящее время проведены на доста-
точно высоком уровне [6–9]. При этом были 
установлены базовые принципы поведения 
мартенситной фазы в магнитных полях с изме-
няющимися параметрами. Определены общие 
свойства для всех мартенситных фаз спла- 
ва Ni2MnGa. Показано, что процесс бездиф- 
фузионного фазового превращения зависит от 
направления степени намагниченности мар- 
тенситной фазы. При непрерывном вращении 
магнитного поля в сплаве возникает сильная 
магнитомеханическая связь, результатом кото-
рой становятся магнитоиндуцированные напря- 
жения. 

Механическое двойникование мартенситной 
фазы монокристаллического Ni2MnGa иссле- 
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довалось в [9], где для этих целей использовал-
ся хорошо зарекомендовавший себя при опре-
делении механического двойникования метод 
локального дозированного деформирования 
поверхности [10]. Перспективным направлени-
ем исследований представляется математиче-
ское моделирование особенностей напряженно-
деформированного состояния, обусловленного 
механическим двойникованием Ni2MnGa. 

Целью данной работы стало моделирова- 
ние напряженно-деформированного состояния 
в сплаве Ni2MnGa, обусловленного системой 
параллельных линзовидных двойников, возни-
кающих в Ni2MnGa при индентировании его 
поверхности алмазной пирамидой Виккерса. 

Для достижения этой цели, как в [10–12], 
целесообразно использовать принцип суперпо-
зиции смещений и компонент тензора напря-
жений, создаваемых совокупностью дислока-
ций, выстроенных по определенному закону на 
двойниковых границах. 

Модель. Типичная деформационная карти-
на, возникающая на поверхности (100) мартен-
ситной фазы Ni2MnGa у отпечатка пирамиды 
Виккерса, представлена на рис. 1.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1. Деформационная картина, возникающая  
на поверхности (100) монокристалла Ni2MnGa,  
деформируемой алмазной пирамидой Виккерса  

(оптическая микроскопия ×150) 
 

Главной особенностью этой картины явля-
ется наличие групп параллельных двойников 
линзовидной формы, которые, как правило, 
возникают вдали от отпечатка индентора [9]. 
Схематическое изображение системы парал-
лельных линзовидных двойников, использо- 

ванное в расчетной модели, представлено  
на рис. 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Система параллельных линзовидных  
двойников 

 

В приближении непрерывного распределе-
ния двойникующих дислокаций на двойнико-
вых границах, использованного в [10–12], сме-
щения iu  и напряжения ijσ  у такой системы 
двойников можно рассчитать: 

 

(1) (2)( , ) ( , ) ( , );i i iu x y u x y u x y= +  
 

(1) (2)( , ) ( , ) ( , ),ij ij ijx y x y x yσ = σ + σ  
 

где i, j принимают значения x, y или z; 
(1) ( , ),iu x y  (2) ( , )iu x y  и (1) ( , ),ij x yσ  (2) ( , )ij x yσ  – 

смещения и напряжения, обусловленные первой 
и второй границами двойника, которые в соот-
ветствии с [10] определяются по формулам: 
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Здесь M – число двойников в системе па- 

раллельных двойников; 1( )f ξ  и 2 ( )f ξ  – функ-
ции, определяющие форму двойниковых гра-
ниц (рис. 2); 1( )ρ ξ  и 2 ( )ρ ξ  – плотности двойни-
кующих дислокаций на двойниковых границах;  
ξ – параметр интегрирования; n – индекс сум- 

мирования; (1,0) ( , , ),iu x y nD− ξ  (2,0) ( , , )iu x y nD− ξ  и 
(1,0) ( , , ),ij x y nDσ − ξ  (2,0) ( , , )ij x y nDσ − ξ  – смещения 

и напряжения, обусловленные единичной двой- 
никующей дислокацией, находящейся на пер-
вой или второй границе двойника, и определя-
емые по формулам [10]: 
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где µ – модуль сдвига; ν – коэффициент Пуассона; bкр, bв – модули соответственно краевой и винтовой 
составляющих частичной двойникующей дислокации. 

Результаты расчетов и их обсуждение.  
Результаты расчетов представлены на рис. 3  
и 4. Для Ni2MnGa принимались следующие  
данные:  

L = 60 мкм; Н = 20 мкм; D = 45 мкм; M = 5; 1( )ρ ξ =  
6

2 ( ) const 10 ;= ρ ξ = = ρ =  0,3;ν =  19,231µ =  ГПа; 

кр 2,91b =  
0
A;  bв = 2,74 

0
A  [1–6]. 
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Рис. 3. Результаты расчетов полей смещений ui  
в Ni2MnGa, обусловленных системой  

параллельных линзовидных двойников (нм):  
а – ux; б – uy; в – uz  
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Рис. 4. Поля напряжений σij в Ni2MnGa, созданные параллельными линзовидными двойниками (МПа):  
а – σxx; б – σxy; в – σxz; г – σyy; д – σyz; е –  σzz 

 
Расчет смещений iu  представлен на рис. 3. 
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ний для xu  и zu  идентична (рис. 3а, в). Отли-
чие заключается в величине численных значе-
ний смешений в заданной точке. Данные сме-
щения симметричны относительно начала 
декартовой системы координат. 

Конфигурация полей смещений yu  (рис. 3б) 
существенно отличается от конфигурации 
смещений xu  и .zu  Наибольшие смещения yu  

наблюдаются в области вершин двойников. 
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напряжений xxσ  наблюдаются у вершин двой-
ников. Это обусловлено особенностями кон- 
фигурации напряжений у единичной двой- 
никующей дислокации. На верхней и нижней 
границах двойников значения напряжений зна-
чительно ниже, чем у вершин. Метод позволяет 
рассчитывать напряжения и внутри двойни- 
ка, где xxσ  имеет распределение, симметричное 
осям OX и OY. На рис. 4а также можно наблю-
дать порядок значений напряжений в простран-
стве между двойниками. Уровень напряжений  
в окружающем двойник материале возрастает 
по мере продвижения вдоль оси OX к началу 
координат. 

На рис. 4б изображен графический резуль-
тат расчета сдвиговой компоненты тензора 
напряжений .xyσ  В данном случае наблюдает- 

ся несколько иная картина. Общий уровень 
напряжений вначале возрастает по мере удале-
ния вдоль оси OX от начала координат, а затем 
монотонно убывает. 

Результат расчета сдвиговой компонен- 
ты xzσ  представлен на рис. 4в. В данном случае 
линии равных напряжений из бесконечности 
сходятся к вершинам двойников. У верхних  
и нижних границ двойников видна существен-
ная разница по модулю значений напряжений. 
Напряжения у верхних границ приблизительно 
на порядок выше напряжений у нижних границ 
линзовидных двойников. Более того, напря- 
жения возрастают по мере продвижения вдоль 
оси OY от крайних двойников к двойникам, 
находящимся в центре системы параллельных 
двойников. 

На рис. 4г представлен результат расчета 
нормальной компоненты тензора напряже- 
ний .yyσ  Как видно, напряжения yyσ  на оси OY 

по модулю минимальны в центральной части 
системы параллельных линзовидных двойников, 
а максимальны у крайних двойников. 

Расчет сдвиговой компоненты yzσ  тензора 
напряжений показан на рис. 4д. Конфигурация 
данных напряжений обладает симметрией от-
носительно оси OY. Вдоль оси OX дан- 
ные напряжения по модулю возрастают при 

перемещении от центра единичного двойника  
в системе параллельных двойников к его вер- 
шинам. 

Результат расчета нормальной компонен- 
ты zzσ  тензора напряжений, созданных рас-
сматриваемой системой двойников, отображает 
рис. 4е. Конфигурация данных напряжений об-
ладает схожестью с результатом, представлен-
ным на рис. 4е в случае компоненты .xzσ  Отли-
чие заключается лишь в численных значениях. 

Общей особенностью для распределения 
всех компонент тензора напряжений (рис. 4) 
является локализация напряжений на границах 
и у вершин двойников. В этих областях уровень 
напряжений, как правило, имеет наибольшее 
значение, что указывает на существенную роль 
двойниковых границ в дислокационных и диф-
фузионных процессах, обусловленных внут-
ренними напряжениями. При этом толщина 
двойниковых границ соизмерима с межатом-
ным расстоянием [13]. 

 
В Ы В О Д 

 

На основании принципа суперпозиции раз-
работан метод расчета смещений и напряжений 
в системе параллельных линзовидных остаточ-
ных механических двойников. Метод применен 
для расчета напряжений в мартенситной фазе 
Ni2MnGa, в которой присутствует такая систе-
ма двойников. Определены области локали- 
зации напряжений и изучена конфигурация  
полей смещений и напряжений в системе па-
раллельных двойников, возникающих в моно-
кристалле Ni2MnGa при его локальном дефор-
мировании∗. 
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