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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ АНАЛИТИЧЕСКОЙ  МЕХАНИКИ 

 

1.1. Свободные и несвободные материальные системы. Связи и их 
классификация 

 

Совокупность материальных точек называется системой мате-
риальных точек или материальной системой, если движение каждой 

из них в отдельности зависит от движения и положения остальных 
точек. Это значит, что между точками материальной системы сущест-
вуют силы взаимодействия. 

Если каждая точка материальной системы может занять любое 
положение в пространстве и иметь любую скорость, то такую матери-

альную систему называют свободной.  
Если вследствие каких-либо ограничений (условий) точки и тела, 

составляющие материальную систему, не могут занять произвольного 
положения в пространстве и иметь произвольные скорости, то такая 
материальная система называется несвободной.  

Подобно тому как силы, действующие на точки системы, подраз-
деляют на силы внутренние и силы внешние, так и связи, наложенные 
на точки системы, можно подразделить на связи внутренние и связи 
внешние. Под внутренними связями понимают такие связи, которые 
будучи наложены на точки системы, не препятствуют системе сво-
бодно перемещаться после того, как она внезапно отвердеет. Связь, не 
обладающая этим свойством, называется внешней. Например, если 

две точки твердого тела соединены между собой нерастяжимым и не-
весомым стержнем, то такая связь будет внутренней. Таким образом 

твердое тело можно рассматривать как систему, подчиненную внут-
ренним связям. Если же одна из точек твердого тела шарнирно закре-
плена, то в этом случае связь будет внешней. 

Система, подчиненная одним лишь внутренним связям, является 
свободной, так как она может перемещаться как свободное твердое 
тело. Если же в числе связей, наложенных на точки системы, имеются 
внешние связи, то система является несвободной. 

Ограничения (условия), которые не позволяют точкам матери-

альной системы занимать произвольное положение в пространстве и 

иметь произвольные скорости, называются связями. Связь налагает 
ограничения на изменение координат и скоростей точек. Аналитиче-
ски эти ограничения записываются в виде уравнений или неравенств. 
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Пусть материальная система состоит из n  точек, а декартовыми 

координатами i -й точки будут  nizyx iii ,...,2,1,,  . Если на матери-

альную систему будет наложена одна связь, то в общем случае анали-

тически это можно записать в виде: 
  0,,,,...,,,,,,,...,,,,,, 111222111 tzyxzyxzyxzyxzyxf nnnnnn  ,          (1.1) 

где  nizyx iii ,...,2,1,,   — проекции скорости i - й точки на оси декар-
товой системы координат; t — время. В случае знака равенства в вы-

ражении (1.1) связь называется удерживающей; если стоит знак нера-
венства, то связь называется неудерживающей.  

Если уравнение удерживающей связи  

  0,,,,,, tzyxzyxf iiiiii                               (1.2) 

содержит явно время t , то связь называется реономной или неста-
ционарной. 

Если же уравнение связи не содержит времени (т.е. уравнение 
связи имеет вид  

  0,,,,, iiiiii zyxzyxf                                   (1.3) 

то связь называется склерономной или стационарной. Связь, накла-
дывающая ограничения только на координаты точек системы, т. е. 
связь, уравнение которой не содержит производных от координат: 

  0,,, tzyxf iii                                        (1.4) 

называется геометрической или голономной. Связь же, уравнение ко-
торой имеет вид (1.2), называется кинематической. 

Если уравнение (1.2) кинематической связи путем интегрирова-
ния нельзя привести к виду (1.3), не содержащему производных, то 
эта связь называется неголономной или неинтегрируемой. 

Материальная система, на которую наложены голономные связи, 

называется голономной, а материальная система с неголономными 

связями — неголономной. 
Числом степеней свободы голономной материальной системы, 

называется число независимых параметров, полностью определяю-

щих ее положение (конфигурацию), т. е. определяющих положение 
каждой точки системы. 

Пусть на материальную систему, состоящую из n  точек, наложе-
но k  связей вида (1.4). Это значит, что не все декартовы координаты 

точек системы независимы друг от друга. В самом деле, на 3n  коор-
динат наложено k  независимых уравнений связей. Решая эти уравне-
ния связей относительно k  каких-либо координат, мы выразим эти k  

координат через остальные 3n— k . Эти 3n  — k  координат, которые 
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могут принимать произвольные значения, и определяют положение 
точек системы. Таким образом, число степеней свободы будет равно 

knS  3  
 

1.2. Виртуальные скорости. Виртуальные перемещения 
 

Понятия о виртуальных скоростях и виртуальных перемещениях 
точек материальной системы являются одним из фундаментальных 
понятий аналитической механики. Введем сначала эти понятия на 
примере одной материальной точки. 

Предположим, что материальная точка подчинена связи, уравне-
ние которой имеет вид 

  0,,, tzyxf .                                      (1.5) 

Пусть закон движения точки, обусловленный действующими на 
точку силами, будет 

     tzztyytxx  ,, .                                (1.6) 

Подставляя закон (1.6) в уравнение связи (1.5), получим тождество 
       0,,, ttztytxf . 

После дифференцирования этого тождества по времени будем 

иметь 

0















t

f
z

z

f
y

y

f
x

x

f  .                                    (1.7) 

Предположим, что в какой-либо фиксированный момент времени 

0tt   материальная точка имеет координаты 000 ,, zyx . Для этого мо-
мента времени условие (1.7) примет вид  

0)()()()( 0000 















t

f
z

z

f
y

y

f
x

x

f                          (1.8) 

где индекс 0 означает, что все четыре производные вычислены 

для значений 000 ,, zyx  и 0t . Производные zyx  ,, , входящие в условие 
(1.8), также соответствуют моменту времени 0tt  . Выражение (1.8) 

представляет собой условие, которому должны удовлетворять в дан-

ный момент времени 0tt   проекции zyx vzvyvx   ,,  скорости 

точки 

kziyixv









 . 

Эту скорость называют действительной скоростью. Если связь 
стационарная, то ее уравнение имеет вид 

  0,,, zyxf  
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и условие (1.8) упрощается: 

0)()()( 000 











z
z

f
y

y

f
x

x

f                             (1.9) 

Наряду с действительной скоростью точки введем в рассмотре-
ние скорости. 

kziyix








                                      (1.10) 

проекции которых в данный фиксированный момент времени удовле-
творяют условию (1.9), т. е. тому же условию, которому удовлетво-
ряют проекции действительной скорости при стационарной связи. 

Следовательно, если связь нестационарная, то введенные нами скоро-
сти  * представляют собой в данный момент времени кинематически 

возможные скорости точки при мгновенно остановленной связи, т. е. 
 *—это скорости, совместимые со связью, но не имеющие состав-
ляющих, обусловленных деформацией связи. 

Такие скорости  * будем называть виртуальными скоростями. 

Поясним сказанное на простом примере. Пусть материальная 
точка движется по какой-либо поверхности, которая в свою очередь 
перемещается в пространстве. Действительная скорость точки будет 
суммой двух составляющих: составляющей  *, расположенной в ка-
сательной плоскости, проведенной к точке поверхности, где находит-
ся в данный момент времени материальная точка, и определяемой 

уравнением (1.10), и составляющей, обусловленной перемещением 

поверхности. Виртуальные же скорости будут расположены только в 
касательной плоскости. 

Из сравнений условий (1.8) и (1.9) вытекает, что в случае неста-
ционарной связи, действительная скорость не совпадает с виртуаль-
ными скоростями. В случае же стационарной связи действительная 
скорость совпадает с одной из виртуальных скоростей. 

Рассмотрим систему материальных точек, подчиненную k  голо-
номным нестационарным связям, описывающимся уравнениями 

  0,,,,...,,,,,, 222111 tzyxzyxzyxf nnn                  (1.11) 

Виртуальными скоростями такой системы называют скорости, 

проекции которых в данный момент времени удовлетворяют системе 
уравнений  

0
1


























n

i

i

i

j

i

i

j

i

i

j
z

z

f
y

y

f
x

x

f
      kj ,...,2,1     (1.12) 
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Проекции же действительных скоростей точек системы удовле-
творяют следующей системе уравнений: 

0
1




























 t

f
z

z

f
y

y

f
x

x

f j
n

i

i

i

j

i

i

j

i

i

j          kj ,...,2,1     (1.13) 

Это значит, что в случае нестационарных связей действительные 
скорости в общем случае не совпадают с виртуальными скоростями. 

В случае стационарной связи уравнения (1.13) принимают вид 

0
1

























n

i

i

i

j

i

i

j

i

i

j
z

z

f
y

y

f
x

x

f
    kj ,...,2,1  

совпадающий с уравнениями (1.12), т. е. в этом случае действитель-
ные скорости совпадают с одной из систем виртуальных скоростей. 

Действительным перемещением материальной точки называется 
вектор 

dtvrd


 . 

Проекции этого вектора dzzdzdtydydtxdx   ,,  удовлетворяют 
уравнению 

0















dt
t

f
dz

z

f
dy

y

f
dx

x

f
, 

которое получается из уравнения (1.7) путем умножения его на dt . 

Действительными перемещениями точек материальной системы 

называются векторы 

kdtzjdtyidtxdtvrd iiiii










  

Очевидно, что проекции этих векторов должны удовлетворять 
системе k уравнений 





























n

i

j

i

i

j

i

i

j

i

i

j
dt

t

f
dz

z

f
dy

y

f
dx

x

f

1

0   kj ,...,2,1      (1.14) 

Перейдем к определению понятия виртуального перемещения. 
Предположим, что точка находится на поверхности   0,,, tzyxf . 

Радиус-вектор kzjyixr


  в фиксированный момент времени t  

определяет положение точки. Рассмотрим теперь множество беско-
нечно близких положений точки, допускаемых связью в этот фикси-

рованный момент времени. Пусть эти бесконечно близкие положения 
определяются радиусом-вектором 

          ,kzzjyyixxrtrtr
    

где zyx  ,, —проекции вектора r
 . Вектор  
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kzjyixr


   

представляет собой бесконечно малое приращение радиуса-вектора 
 tr


 при мысленном перемещении точки из положения, определяемо-

го радиусом-вектором  tr


, в положение, определяемое радиусом-

вектором  tr
 . Этот вектор называется вектором виртуального пере-

мещения. Вектор r
  иначе называют вариацией вектора r


, а его про-

екции zyx  ,,  - вариациями координат. 

Виртуальными перемещениями точек материальной системы, 

подчиненной k  связям вида (1.11), называют совокупность бесконеч-
но малых векторов 

kzjyixr iiii

    

проекции которых удовлетворяют системе уравнений 

0
1

























n

i

i

i

j

i

i

j

i

i

j
z

z

f
y

y

f
x

x

f
       kj ,...,2,1   (1.15) 

Отметим, что при стационарных связях в соответствии с услови-

ем (1.14), проекции действительных перемещений удовлетворяют 
следующей системе уравнений: 

0
1

























n

i

i

i

j

i

i

j

i

i

j
zd

z

f
yd

y

f
xd

x

f
   kj ,...,2,1  

Это значит, что для стационарных связей действительные пере-
мещения совпадают с одним из виртуальных перемещений.  

 

1.3. Виртуальная работа. Признак идеальности связей 

 

 Если на точки материальной системы в данном положении и в 
фиксированный момент времени действует система сил 

nFFFF


,...,,, 321 , а виртуальные перемещения точек системы равны 

nrrr
  ,...,, 21 , то виртуальной работой называется работа этих сил на 

виртуальных перемещениях системы, т. е. 

,
1





n

i

ii rFA


  

 .
1





n

i

iiiiii zZyYxXA   
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Определим понятие идеальных связей. Идеальными связями на-
зываются такие связи, для которых виртуальная работа реакций свя-
зей на любом виртуальном перемещении системы равна нулю, т. е. 

,0
1





n

i

ii rR


                                            (1.16) 

 



n

i

iiziiyiix zRyRxR
1

0                            (1.17) 

где iR


 — реакция связи, приложенная к i  -й точке.  
Воспользуемся условием (1.16) для выражения реакций связей, 

используя неопределенные множители Лагранжа. 
Вспомним, что вариации координат iii zyx  ,,  подчинены урав-

нениям (1.15). 
Каждое из этих k  уравнений умножим соответственно на неоп-

ределенные множители Лагранжа  k ,...,, 21 , которые могут быть 
функциями координат и времени: 
























n

i

i

i

j

i

i

j

i

i

j

j z
z

f
y

y

f
x

x

f

1

0  kj ,...,2,1  

Полученные выражения сложим: 

 
 





















n

i

k

j i

j

ji

k

j i

j

ji

k

j i

j

ji
z

f
z

y

f
y

x

f
x

1 111

0            (1.18) 

Вычтя теперь из соотношения (1.17) выражение (1.18), получим 

 
 

























n

i

k

j i

j

jzii

k

j i

j

jyii

k

j i

j

jxii
z

f
Rz

y

f
Ry

x

f
Rx

1 111

0)()()(   (1.19) 

Так как в силу уравнений (1.15) независимых вариаций коорди-

нат будет kn 3 , то выберем множители Лагранжа  k ,...,, 21 таким 

образом, чтобы коэффициенты при k  вариациях координат обраща-
лись в нуль. Оставшиеся в выражении (1.19) kn 3  вариации коорди-
нат будут независимы, и поэтому множители при них также должны 
быть равны нулю. Таким образом, 


 














k

j i

j

jzi

k

j i

j

jyi

k

j i

j

jxi
z

f
R

y

f
R

x

f
R

111

.,,         (1.20) 

 

1.4. Обобщенные координаты. Обобщенные силы 
 

Для определения положения материальной системы можно ис-
пользовать другие независимые друг от друга параметры sqqq ,...,2,1 . 
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Эти параметры могут иметь различную размерность — это могут 
быть углы, длины дуг, площади и т. п. Все 3n  декартовых координат 
можно выразить через введенные параметры sqqq ,...,2,1 : 

     ,,,...,,,,,...,,,,,...,, 212121 tqqqzztqqqyytqqqxx siisiisii   

 

),...,2,1( ni  .                                  (1.21) 

Эти функции обращают в тождество уравнения связей  

  0,,, tzyxf iiii ,  kj ,...,2,1 . 

Будем предполагать, что любое положение материальной систе-
мы, совместимое со связями, однозначно определяется при помощи 

функций (1.21) некоторыми значениями параметров sqqq ,...,2,1 . Эти 

независимые между собой параметры sqqq ,...,2,1  (s—число степеней 

свободы) называются обобщенными координатами. 
Уравнения (1.21) могут быть записаны в векторной форме: 

 tqqqrkzjyixr siiiii ,...,,, 21


                  (1.22) 

При наличии стационарных связей функции (1.22) можно вы-

брать так, чтобы они не содержали явно времени t , т. е. имели вид 
     siisiisii qqqzzqqqyyqqqxx ,...,,,,...,,,,...,, 212121   

),...,2,1( ni                                               (1.23) 

При этом радиусы-векторы точек системы также будут функция-
ми только обобщенных координат: 

 sii qqqrr ,...,, 21


                ),...,2,1( ni  . 

Дифференциалы от функций (1.21), вычисленные в предположе-
нии, что время t  фиксировано, имеют вид 


 











s

m

m

m

i
i

s

m

m

m

i
i

s

m

m

m

i
i qd

q

z
zdqd

q

y
ydqd

q

x
xd

111

.
~~

,
~~

,
~~

 

Найдем дифференциалы при фиксированном t  от тождеств, ко-
торые получаются из уравнений связей после подстановки в них 
функций (1.21): 

  0,,, tzyxf iiij         kj ,...,2,1  

0
~~~

1

























n

i

i

i

j

i

i

j

i

i

j
zd

z

f
yd

y

f
xd

x

f  kj ,...,2,1  
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Полученные уравнения совпадают с уравнениями (1.15). Следо-
вательно, дифференциалы iii zdydxd

~
,

~
,

~
 совпадают с вариациями коор-

динат iii zyx  ,, . 

 Таким образом, мы установили «рецептуру» вычисления вариа-
ций координат. Как для стационарной связи, так и для нестационар-
ной вариации координат будем вычислять по формулам 


 











s

m

m

m

i
i

s

m

m

m

i
i

s

m

m

m

i
i q

q

z
zq

q

y
yq

q

x
x

111

,,          (1.24) 

Здесь 
mm qdq

~
     sm ,...,2,1  

называются вариациями обобщенных координат. 

В соответствии с выражениями (1.22) и (1.24) для виртуальных 
перемещений будем иметь 


 



s

m

m

m

i
i q

q

r
r

1




                                     (1.25) 

Подставляя соотношение (1.25) в выражение для виртуальной ра-
боты 

,
1





n

i

ii rFA


  

получим 


 



s

m

m

m

i
n

i

i q
q

r
FA

11




. 

Внося iF


 под знак второй суммы и меняя порядок суммирования, 
будем иметь 


 




n

i m

i
i

s

m

m
q

r
FqA

11


 . 

Суммы 




























n

i m

i
i

m

i
i

m

i
i

n

i m

i
im

q

z
Z

q

y
Y

q

x
X

q

r
FQ

11


 sm ,...,2,1     

(1.26) 

называются обобщенными силами. Каждой обобщенной координате 
mq  соответствует своя обобщенная сила mQ . Итак  





s

m

mmmm qQqQqQqQA
1

2211 ....              (1.27) 
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Выражение (1.27) позволяет дать следующее определение обоб-
щенных сил: обобщенными силами называются коэффициенты при 
вариациях обобщенных координат в выражении для виртуальной ра-
боты.     

1.5. Принцип виртуальных перемещений 

 

Пусть материальная система подчинена k  голономным стацио-
нарным связям 

  0,,,...,,,,,, 222111  nnnj zyxzyxzyxf        kj ,...,2,1  

Дифференциальные уравнения движения этой несвободной сис-
темы имеют вид 

iiii RFam


       ),...,2,1( ni                    (1.28) 

где  i  — номер точки, ia


 - ее ускорение, im  - масса, iF


 и  iR


 соответ-
ственно равнодействующие всех активных сил и реакций связей, при-

ложенных к i -й точке.  
 В положении равновесия материальной системы скорости и ус-

корения всех ее точек равны нулю, т. е. 
0,0  ii av


     ni ,...,2,1  

или, в соответствии с уравнениями (1.28), 

0,0  iii RFv


    ni ,...,2,1  

Необходимым и достаточным условием равновесия голономной 
материальной системы, подчиненной только идеальным связям, яв-
ляется равенство нулю работы всех активных сил на любом вирту-
альном перемещении точек, материальной системы, т.е. 

0
1




n

i

ii rF


                                           (1.29) 

Кроме того, в соответствии с определением равновесия   00 tvi


 

 ni ,...,2,1  где 0t  —начальный момент времени. 

Принцип виртуальных перемещений является вариационным прин-

ципом, поскольку здесь рассматривается не одна конфигурация систе-
мы, а совокупность возможных конфигураций, получаемых в результате 
виртуальных перемещений, допускаемых наложенными на точки систе-
мы связями. 

Большим достоинством рассматриваемого принципа является то, что 
совокупность всех условий равновесия можно выразить с помощью од-
ного уравнения, не входя  в детали тех связей, которые наложены на 
точки системы. В формулировку  принципа виртуальных перемещений 
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не входят реакции связей, что избавляет от необходимости определять 
реакции связей. С другой стороны, с помощью принципа виртуальных 
перемещений можно весьма просто находить и реакции связей. Для это-
го следует воспользоваться принципом освобождаемости. Отбрасывая 
связь, мы заменяем ее действие реакцией связи, при этом, как уже от-
мечалось, увеличивается число степеней свободы системы. Рассматри-

вая затем систему с освобожденной связью, сообщаем ей виртуальное 
перемещение. Пользуясь, далее, принципом виртуальных перемещений и 

приравнивая нулю сумму всех виртуальных работ, включая работу ре-
акции связи, получаем одно уравнение, из которого может быть найдена 
искомая реакция связи. 

Принцип виртуальных перемещений позволяет получить все условия 
равновесия. При этом следует подчеркнуть, что уравнений равновесия 
для системы может быть получено столько, сколько независимых вир-
туальных перемещений можно осуществить в системе. Другими слова-
ми, число условий равновесия, которые можно составить для системы, 

совпадает с числом ее степеней свободы. 

Если наложенные на систему связи не идеальные, то непосредст-
венно принцип виртуальных перемещений к таким системам непри-

меним. Однако в этом случае, например, при движении точек по не-
гладким поверхностям, следует реакции разложить на нормальные 
составляющие и силы трения. Далее принять, что связи идеальные, а 
силы трения отнести к активным силам. Конечно, при этом следует 
учитывать условия равновесия при наличии трения. 

В обобщенных координатах условие (1.29), в соответствии с ра-
венством (1.27), имеет вид 

0...2211  ssQQQ   

Так как sqqq  ,...,2,1 могут принимать любые значения независимо 
друг от друга, то полученное соотношение может быть выполнено, 
если все обобщенные силы, одновременно будут равны нулю т. е, 

0mQ    ),...,2,1( sm                                         (1.30) 

Следовательно, необходимым и достаточным условием сущест-
вования положения равновесия голономной стационарной системы, 

подчиненной идеальным связям, является равенство нулю скоростей 

всех точек системы и равенство нулю всех обобщенных сил.  
Если силы, действующие на точки голономной стационарной 

системы, консервативные, то выполняются соотношения 
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i
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

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
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 ,, , 

где  nnn zyxzyxzyx ,,,...,,,,,, 222111  — потенциальная энергия. 
В этом случае 

m

n

i m

i

im

i

im

i

i

m
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z

zq

y

yq

x

x
Q


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






























 
1

 ),...,2,1( sm  (1.31)  

Таким образом, если силы консервативны, то обобщенная сила, 
соответствующая обобщенной координате mq , равна взятой с обрат-
ным знаком производной от потенциальной энергии по обобщенной 

координате. Условие (1.31) в этом случае запишется в виде 

0



mq
      ),...,2,1( sm   

Отсюда следует, что в положении равновесия потенциальная 
энергия системы имеет экстремальное значение. 

 

1.6. Устойчивость состояния равновесия 

 

Принцип виртуальных перемещений, рассмотренный в предыдущих 
параграфах, устанавливает необходимые и достаточные условия рав-
новесия материальной системы. Но не каждое состояние равновесия 
можно реализовать практически. В самом деле, для сферического ма-
ятника, обобщенные силы равны 

 sin1 PlQ , 02 Q . 

Условием равновесия будет 0sin Pl , откуда  n . ,...)1,0( n  

Практически этому условию соответствуют два положения рав-
новесия: нижнее при  0  и верхнее при  . Для положения 
равновесия при 0  характерно то, что при сообщении маятнику 
достаточно малого отклонения от этого положения равновесия и дос-
таточно малой скорости он будет довершать движения вблизи состоя-
ния равновесия. Для состояния же равновесия при   при сколь 
угодно малых отклонениях маятника от него и при сколь угодно ма-
лой начальной скорости маятник будет удаляться от этого положения 
равновесия. 

Положения равновесия материальной системы, для которых не-
большие отклонения от этих положений равновесия и небольшие на-
чальные скорости точек системы не приводят к выходу материальной 
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системы из достаточно малой окрестности положения равновесия, на-
зываются устойчивыми. 

Если же сколь угодно малые отклонения системы от положения 
равновесия и сколь угодно малые начальные скорости приводят к 
возрастающему отклонению материальной системы от положения 
равновесия, то это положение равновесия называется неустойчивым. 

Может существовать еще и так называемое безразличное поло-
жение равновесия характерное тем, что при выводе системы из этого 
положения она окажется в новом положении равновесия и не будет 
стремиться приблизиться к прежнему положению равновесия или 

удалиться от него. Примером такого положения равновесия может 
служить положение равновесия тяжелого шара на горизонтальной 

плоскости. А. М. Ляпунов дал строгое определение устойчивости со-
стояния положения равновесия: 

Устойчивым положением равновесия системы называется та-
кое ее положение, когда при достаточно малом начальном отклоне-
нии от него и при достаточно малых начальных скоростях все точки 
системы, имея сколь угодно малые скорости, будут двигаться так, 
что все они не уйдут от своего равновесного положения далее напе-
ред заданного расстояния, как бы оно мало ни было. 

Приведем теперь достаточный признак устойчивости положения 
равновесия материальной системы в консервативном силовом поле, 
даваемый теоремой Лагранжа — Дирихле. 

В теореме Лагранжа —Дирихле дается строгое доказательство 
того, что для любой материальной системы (в консервативном сило-
вом поле) минимум потенциальной энергии является признаком ус-
тойчивого состояния равновесия. Приведем формулировку теоремы 

Лагранжа— Дирихле: если для материальной системы, находящейся 
в консервативном силовом поле и подчиненной голономным идеаль-
ным стационарным связям, потенциальная энергия в положении рав-
новесия системы имеет минимум, то это положение равновесия ус-
тойчиво. 

Отметим, что минимум потенциальной энергии обеспечивает вы-

полнение условий равновесия, так как в положении равновесия по-
тенциальная энергия имеет экстремальное значение. 

Если заданными силами, действующими на систему с идеальны-

ми связями, будут только силы тяжести, то из теоремы Лагранжа — 

Дирихле следует: если центр тяжести системы занимает наинизшее 
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положение, то это положение будет устойчивым положением равно-
весия (принцип Торричелли). 

Если в положении равновесия потенциальная энергия не имеет 
минимума, то исследование устойчивости состояния равновесия ста-
новится очень сложной задачей. 

Приведем формулировку одной из теорем Ляпунова: если отсут-

ствие минимума потенциальной энергии П в исследуемом положении 
равновесия обнаруживается уже по членам второго порядка (или во-
обще по членам наименьшего порядка) в разложении  s,...,qq,qП 21  в 
ряд Тейлора, то равновесие неустойчиво. 

Разложим потенциальную энергию системы в ряд по степеням 

обобщенных координат. Это разложение начинается с членов не ниже 
второго порядка относительно координат, если за начало координат 
принято положение равновесия и потенциальная энергия в положении 

равновесия считается равной нулю: 

......2
2

1 2

0

2

2
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021

2
2

1
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2

1

2
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
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
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











 k

k

q
q

П
qq

qq

П
q

q

ПП      

(1.32) 

обозначим производные второго порядка потенциальной энергии, вы-

численные в положении равновесия, через 

jk

jk

kj qq
qq

Пс
0

2















 .                               ( 1.33) 

коэффициенты  kjc  - постоянные числа. Теперь выражение для потен-

циальной энергии (1.32) примет вид:  

  ......2
2

1 2

2112

2

111  nnnqcqqcqcП              (1.34) 

Если квадратичная форма  

 2

2112

2

111 ...2
2

1
nnnqcqqcqcП                     (1.35) 

определенно положительна (положительна при всех значениях 
nqqq ,...,, 21  не равных нулю одновременно) то и полная потенциаль-

ная энергия будет при достаточно малых значениях nqqq ,...,, 21  опре-
деленно положительной. Это означает, что потенциальная энергия 
будет иметь в положении равновесия минимум. 

Составим  из коэффициентов kjc  матрицу 
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nnnn

n

n

ссс

ссс
ссс
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............................

...
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21

22221

11211

                       (1.36) 

Согласно выражения (1.33)  jkkj cc  , т.е. матрица (1.36) симмет-
рична.  

Вычислим главные диагональные миноры матрицы (1.36) 

111 c , 
2221

1211

2
cc

cc
 , …, 

nnnn

n

n

n

ссс

ссс
ссс

...

............................

...

...

21

22221

11211

           (1.37) 

воспользуемся критерием Сильвестра: если все главные диагональные 
миноры n ,...,, 21 положительны 

0,...,0,0 21  n ,                                         (1.38) 

то квадратичная форма (1.34) определенно положительна. Если хотя 
бы один из главных диагональных миноров отрицателен, то квадра-
тичная форма (1.34) может принимать отрицательные значения. 

Для системы с одной степенью свободы критерий устойчивости 

принимает совсем простой вид: 










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










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0

0

0

0

2

2

11
q

Пс                                              (1.39) 

 

 

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 

 

2.1. Уравнения Лагранжа первого рода 
 

Рассмотрим систему n  материальных точек, подчиненную k  го-
лономным идеальным связям. Дифференциальные уравнения движе-
ния точек материальной системы в координатной форме, в проекциях 
на оси декартовой системы координат имеют вид  

   ,,, ziiiiyiiiixiiii RZzmRYymRXxm      ni ,...,2,1    (2.1) 
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где im — масса i -й точки, iii ZYX ,,  — проекции равнодействующей 

активных сил, приложенных к i -й точке, ziyixi RRR ,,  — проекции рав-
нодействующей реакций связей, действующих на i -ю точку. 

Если активные силы заданы, то система уравнений (2.1) пред-

ставляет собой систему 3n  уравнений с 6n  неизвестными: 3n  коор-
динат iii zyx ,,  и 3n  проекций реакций связей ziyixi RRR ,, . Присоеди-

няя к этим уравнениям k  уравнений связи 

0),,,( tzyxf iiij   ki ,...,2,1                         (2.2) 

будем иметь уже 3n+k  уравнений. Для получения остальных 3n -k  

уравнений следует учесть характер связей. 

Так как связи идеальные, то проекции реакций связей, в соответ-
ствии с формулами (1.19), запишутся в виде  
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Подставляя эти выражения в уравнения (2.1), получим 
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 ni ,...,2,1                                            (2.4) 

Присоединяя к этим 3n  уравнениям k  уравнений связей 

(2.2),будем иметь 3n+k  уравнений относительно 3n+k  неизвестных 
координат  iii zyx ,,  и множителей Лагранжа k ,...,, 21 . После реше-
ния этой системы уравнений проекции реакций могут быть найдены 

по формулам (2.3). 

Уравнения (2.4) называются уравнениями Лагранжа  первого ро-
да. Следует отметить, что практическое использование уравнений 

(2.4) в системах с большим количеством точек весьма затруднительно 
из-за большого числа уравнений.   

 

2.2. Общее уравнение динамики. Уравнения Лагранжа второ-
го рода 

 

Общее уравнение динамики имеет вид [6, 7].  

    0
11

 


i

n

i

iiii

n

i

ii ramFrF  
                      (2.5) 

В каждый момент движения материальной системы, подчинен-
ной идеальным связям, виртуальная работа всех активных сил и сил 
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инерции на виртуальных перемещениях точек материальной систе-
мы равна нулю. 

Уравнение (2.5) и представляет собой общее уравнение динами-

ки, или уравнение Даламбера—Лагранжа. Если iii ZYX ,,  — проекции 

силы iF


 на оси декартовой системы координат, а iii zyx  ,, — проекции 

ускорения i -й точки на эти же оси, то уравнение (2.5) можно записать 
в виде 

      



n

i

iiiiiiiiiiii zzmZyymYxxmX
1

0  .          (2.6) 

Уравнения движения несвободной голономной системы в обоб-

щенных координатах (уравнения Лагранжа) получают из общего 
уравнения динамики. Вывод этих уравнений хорошо известен из тра-
диционного курса теоретической механики.  

Уравнения Лагранжа имеют вид [6, 7]: 

m

mm

Q
q

T

q

T

dt

d



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











          sm ,...,2,1        (2.7). 

Обобщенные координаты )d,...,2,1( v  должны удовлетворять 
условиям — однозначно определять положение системы и быть меж-

ду собой независимыми. В остальном  выбор обобщенных координат 
вообще произволен. Однако весьма важен «удачный» выбор этих ко-
ординат. Термин «удачный» нужно понимать в том смысле, что урав-
нения движения при таком выборе получают наиболее компактный 

вид. Например, для математического маятника наиболее удачной 

обобщенной координатой является угол  . Производные от обоб-

щенных координат sqqq  ,..,, 21  называются обобщенными скоростями. 
Уравнения Лагранжа второго рода не содержат реакций идеальных 
связей, что делает их удобными для практического использования. 
Таким образом, в общем случае каких угодно активных сил и при на-
личии идеальных связей движение материальной системы определя-
ется s уравнениями Лагранжа  второго рода (2.7).  

Для составления левых частей этих уравнений следует выразить 
кинетическую энергию через обобщенные координаты и обобщенные 
скорости. Обобщенные силы, стоящие в правых частях этих уравне-
ний, могут быть найдены или непосредственно по формулам (1.26), 

или как коэффициенты при вариациях обобщенных координат в вы-

ражении для возможной работы (1.27). 
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Система уравнений Лагранжа второго рода представляет собой, 

систему s обыкновенных дифференциальных уравнений второго по-
рядка относительно обобщенных координат. Интегрирование этих 
уравнений дает нам обобщенные координаты sqqq ,..,, 21 как функции 

времени и 2s произвольных постоянных интегрирования. Далее на 
основании формул (2.6) можно получить декартовы координаты в за-
висимости от времени t и 2s произвольных постоянных интегрирова-
ния.    

 3амечание. При применении уравнений Лагранжа  второго рода 
к задачам на относительное движение, а также к задачам с нестацио-
нарными связями кинетическую энергию материальной системы сле-
дует вычислять в ее абсолютном движении; при нахождении обоб-

щенных сил нужно исходить из того, что связи считаются мгновенно 
остановленными.      

 

2.3. Учет дополнительных связей 

 

Рассмотрим теперь вопрос об учете дополнительных связей, ко-
торые могут быть наложены на точки материальной системы. 

Пусть на систему, подчиненную k  связям, дополнительно нала-
гается еще r  связей. В этом случае число ранее выбранных обобщен-

ных координат kn 3  будет превосходить число степеней свободы 

rkn 3 , торые теперь имеет рассматриваемая система. Дополни-

тельные связи мы будем учитывать путем введения реакций этих свя-
зей в число активных сил. Обозначим эти реакции через iR


 . Вирту-

альная работа при этом вычисляется по формуле 
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где iQ— обобщенные силы, обусловленные реакциями iR

 .  Следова-

тельно, обобщенные силы в уравнениях Лагранжа будут состоять из 
двух частей, соответствующих активным силам и реакциям новых 
связей, т. е. 
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    ),...,2,1( sm                 (2.8) 

Если новые связи идеальные, то в соответствии с формулами (1.19) 
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(2.9) 

 — множители Лагранжа, а 
  0,,, tzyxf iii          ),...,2,1( r                       (2.10) 

— уравнения дополнительных связей. 

Согласно формуле (1.26) имеем 
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или, учитывая выражения (2.9), получим 
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),...,2,1( sm   

Таким образом, уравнения (2.8) могут быть записаны в виде 
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           (2.11) 

Для фактического решения этой задачи к уравнениям (2.11) (их 
число kn 3 ) следует присоединить еще r  уравнений новых связей 

(2.10). Тогда мы  получим  систему rkn 3  уравнений с тем же чис-
лом неизвестных: kn 3  обобщенных координат и r  лагранжевых 
множителей.  

 

2.4. Обобщенные реакции отброшенных связей 

 

Рассмотрим голономную систему с s  степенями свободы. Пусть 
sqqq ,...,2,1 —обобщенные координаты, определяющие положение сис-

темы. Отбросим r  связей. Тогда число степеней свободы увеличится 
до rs  . К старым обобщенным координатам sqqq ,...,2,1  прибавим r  

новых rsss qqq  ,...,2,1 и будем иметь в виду, что при 0sq  

),...,2,1( r  новая материальная система совпадает с исходной сис-
темой. Мы можем представить переход от новой системы к исходной 

как наложение на новую систему r  новых связей вида 
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0   ss qf   ),...,2,1( r . 

Тогда, в соответствии с уравнениями (2.11), имеем 

m

s
r

m

mm q

f
Q

q

T

q

T

dt

d


















 


 




1
,   ,,...,, d21 sqqq   

но так как 










 

),...,2,1(,1

),...,2,1(,0

rms

rsmms

q

f

m

s




 

то 

m

mm

Q
q

T

q

T

dt

d

















  ),...,2,1( sm   

mm

mm

Q
q

T

q

T

dt

d 















  ),...,1( rssm   

Эти уравнения следует рассматривать совместно с уравнениями 

связей 

0   ss qf ),...,2,1( r  

Следовательно, после составления полученных уравнений в них 
следует принять 

0,0,0    sss qqq   

Итак, для получения обобщенных реакций отброшенных связей 

служат уравнения 

m

mm

m Q
q

T

q

T

dt

d



















      ),...,1( rssm   

в которых после их составления следует принять 
0,0,0    sss qqq   ),...,2,1( r  

Укажем здесь без вывода выражения для кинетической энергии 

через обобщенные координаты и обобщенные скорости.  


 


s

m

mmpm

s

m

s

p

mp

n

i

i TqBqqAmvT
1

0

1 11

2

2

1

2

1   

где  

)()(
11 p

i

m

i

p

i

m

i

p

i
n

i m

i
i

p

i
n

i m

i
imp

q

z

q

z

q

y

q

y

q

x

q

x
m

q

r

q

r
mA
































 



 

(очевидно, что pmmp AA  ), 
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)()(
11 t

z
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q

r
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m

ii

m

ii
n

i m

i
i

i
n

i m

i
im 































 



, 


























n

i

iii
i

i
m

i

i
t

z

t

y

t

x
m

t

r
mT

1

2

2222

1

0 )()()(
2

1
)(

2

1


 

Кинетическая энергия нестационарной (реономной) голономной 

материальной системы может быть представлена как сумма трех час-
тей: 012 ,, TTT . 

012 TTTT  , 

где       

p

s

m

s

m

mmp qqAT 
 


1 1

2
2

1
 

является однородным многочленом второй степени от обобщенных 
скоростей. 





s

m

mmqBT
1

1   

-многочлен первой степени от обобщенных скоростей; 

2

1

0 )(
2

1

t

r
mT i

n

m

i 


 



 

от обобщенных скоростей не зависит. 
Для стационарных (склерономных) связей, т. е. связей, для кото-

рых ),....,,( 21 sii qqqrr


  и, следовательно, 0 tr


, кинетическая 
энергия будет однородной функцией второй степени относительно 
обобщенных скоростей, т. е. 

p

s

m

s

m

mmp qqATT 
 


1 1

2
2

1
; 




s

m

mmqQ
dt

dT

1

 . 

Рассмотрим частные случаи сил, являющихся линейными и од-

нородными функциями обобщенных координат, т. е. 



s

mm qBQ
1

  . 

Если   mmB  , где mm      и  0  ),,...,2,1,( sm   то 





s

mm qQ
1

   называются гироскопическими силами.  
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Пусть теперь  mm bB  , где mm    . Тогда 



s

mm qQ
1

    и 

 qq
dt

dT s

m

s

m

mm 
 


1 1

. Если квадратичная форма 0
1 1


 

 qq
s

m

s

m

mm  , то 

0
dt

dT
, т. е. кинетическая энергия убывает. Силы 




s

mm qQ
1

   на-

зываются диссипативными. 
 

2.5. Уравнения Лагранжа в квазикоординатах 
 

Введем в рассмотрение величины ),....,2,1( sd   , которыми 

обозначим линейные комбинации дифференциалов обобщенных ко-
ординат: 





s

m

mmss dqdqdqdqd
1

2211 ...   ,     (2.12) 

где m  могут быть функциями обобщенных координат. Для того 
чтобы d  выражении (2.12) были полными дифференциалами доста-
точно выполнения условий 

0







m

m

qq





 
  ),...,2,1,,( sm   

В этом случае    могут быть приняты за обычные обобщенные 
координаты. 

Мы будем рассматривать случаи, когда 

0







m

m

qq





 
 , 

т. е. когда выражения (2.12) не являются полными дифференциалами. 

Если бы обобщенные координаты sqqq ,...,, 21   нам были известны как 
функции времени, то величины  можно было бы определить по 
формулам 





t s

m

mm dtq
0 1

                                      (2.13) 

Эти величины уже не являются функциями положения матери-

альной системы и не могут быть приняты за обобщенные координаты. 

Несмотря на это, мы примем   за обобщенные координаты и будем 

их называть квазикоординатами. Величины  
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



s

m

mm q
dt

d

1

 



                               (2.14) 

называются квазискоростями. 
В соответствии с выражением (2.14) определим вариации квази-

координат с помощью выражений  





s

m

mm q
1

   

Из соотношений (2.13) можно получить 





s

mmq
1

          ),...,2,1( sm                    (2.15) 

и  





s

mmq
1

         ),...,2,1( sm                     (2.16) 

Представляя  , определяемое формулой (2.14), в выражении 

(2.15), имеем 


 


s s

mm qq
1 1




      ),...,2,1( sm  . 

Отсюда следует 









 .,0

,,1

1 






m

ms

m  

Перейдем к выводу уравнений Лагранжа в квазикоординатах. 
Каждое из уравнений Лагранжа 

m

mm

Q
q

T

q

T

dt

d









)(


       ),...,2,1( sm   

умножим на соответствующий коэффициент m  и просуммируем 

поm : 

















 s

m

mm

s

m mm

m Q
q

T

q

T

dt

d

11

)(  


    ),...,2,1( s  .     (2.17) 

Виртуальная работа равна 



s

mm qQA
1

 . 

В соответствии с выражением (2.16), 



s

mmq
1

  

),...,2,1( sm  , 



 26

следовательно, 
 

   
  


s

m

s s

mm PQA
1 1 1

, 

где 





s

m

mmQP
1

     ),...,2,1( s . 

Величины  P  называются квазиобобщенными силами. Итак, 

 P
q

T

q

T

dt

dTs

m mm

m

















1

))(


     ),...,2,1( s           (2.18) 

 

Заменяя в выражении для кинетической энергии обобщенные 
скорости mq  с помощью формулы (2.15) на  , получим 

)(),( ,

1

mm

s

mmm qTqqT  


  


    )....,2,1( sm   

Подробности дальнейших вычислений даны в [1]. Итоговые 
уравнения имеют вид:  


 













 s s

j

jj P
TTT

dt

d

1 1

)(

















                  (2.19) 

где  

)(
1 1 m

s

m

s
m

jmj
qq 









 



 





   )....,2,1,,( sj   


 





 s

m mq

TT

1

,





   )....,2,1( s  

Уравнения (2.19) носят название уравнений Эйлера — Лагранжа. 
Отметим, что коэффициенты 0c


 не зависят от структуры и дви-

жения механической системы, а их значение зависит только от опре-
деления величин   через обобщенные скорости .,...,, 21 sqqq    

 

2.6. Уравнения Лагранжа второго рода в случае потенциаль-

ных сил 

 

Обобщенные силы называются потенциальными, если существу-
ет функция 

),,,...,,( 21 tqqq s                            (2.20) 

частными производными от которой по обобщенным координатам, 

взятыми с обратным знаком, являются эти силы, т. е. 
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m

m
q

Q



       ).,...,2,1( sm                     (2.21) 

Функция (2.20) называется потенциальной энергией. Ранее нами 

был рассмотрен частный случай потенциальных сил — консерватив-
ные силы и была установлена формула (1.31) аналогичная формуле 
(2.21). 

Используя формулу (2.21), перепишем уравнения (3.21) в виде 

,)(
mmm qq

T

q

T

dt

d













 

Введем в рассмотрение функцию 
, TL  

которая называется функцией Лагранжа или кинетическим потенциа-
лом. Так как потенциальная энергия от обобщенных скоростей не за-
висит, то 

0



mq
 

и, следовательно, уравнения Лагранжа могут быть записаны в виде 

0)( 







mm q

L

q

L

dt

d


       ).,...,2,1( sm                           (2.22) 

 

2.7. Обобщенный интеграл энергии 

 

Предположим, что функция Лагранжа (кинетический потенциал) 
голономной системы является функцией обобщенных координат, 
обобщенных скоростей и времени, т. е. 

),,( tqqLL mm  ).,...,2,1( sm                 (2.23) 

Дифференцируя по времени функцию (2.23), будем иметь 

dt

dL
q

q

L
q

q

L

dt

dL
m

m

m

m

s

m












)(
1




 .              (2.24) 

Из уравнений (2.22) следует, что 

)(
mm q

L

dt

d

q

L








        ).,...,2,1( sm   

Тогда             

)()( m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

q
q

L

dt

d
q

q

L
q

q

L

dt

d
q

q

L
q

q

L 































    

).,...,2,1( sm   
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Значит, выражение (2.24) можно переписать в виде 


 








s

m

m

m t

L
q

q

L

dt

d

dt

dL

1




 

или 

0
1


















 t

L
Lq

q

L

dt

d s

m

m

m




 

Если 0



t

L
  т. е. если функция Лагранжа явно от времени не за-

висит, то 






s

m

m

m

Lq
q

L

dt

d

dt

d

1

.0)( 


                      (2.25) 






s

m

m

m

hLq
q

L

dt

d

1

.)


 

Это выражение называется обобщенным интегралом энергии 

(интегралом Якоби). Вспоминая, что ,m

m

m

m

q
q

T
q

q

L 



 







 можем записать  

 
 







s

m

s

m

m

m

m

m

Tq
q

L
Lq

q

L

dt

d

1 1

.





                      )26.2(  

Для реономной системы кинетическая энергия выражается фор-
мулой: 

.012 TTTT   

Подставляя это в формулу (2.26), получим    


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По теореме Эйлера об однородных функциях имеем 






s

m

m

m

Tq
q

T

1

2
2 ,2


   





s

m

m

m

Tq
q

T

1

1
1 


, 

Следовательно,  






s

m

m

m

TTLq
q

L

1

02


                                (2.27) 

Заметим, что это выражение не совпадает с полной энергией сис-
темы 

 102 TTTTE . 
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Используя формулу (2.27), перепишем обобщенный интеграл 
энергии (2.25) в виде 

hTT  02  

Итак, обобщенный интеграл энергии существует, если силы по-
тенциальны, а функция Лагранжа явно от времени T  не зависит. 

Для склерономных консервативных систем, когда L  явно не за-
висит от времени, 2TT   и обобщенный интеграл будет обычным ин-

тегралом энергии:  

hTT  2  

 

2.8. Циклические координаты. Уравнения Рауса 
 

Обобщенные координаты, которые не входят явно в функцию 

Лагранжа, называются циклическими координатами. Те же, которые 
входят в функцию Лагранжа, называются позиционными координа-
тами. 

Метод Рауса заключается в одновременном исключении цикли-

ческих координат из уравнений Лагранжа второго рода, при этом 

число уравнений движения в независимых координатах понижается 
на число исключенных циклических координат. Предположим снача-
ла, что все обобщенные координаты позиционные. Тогда функция Ла-
гранжа будет функцией всех обобщенных координат, обобщенных 
скоростей и времени t  , т. е. 

);,,...,,,...,( 11 tqqqqLL ss                        (2.28) 

в этом случае мы будем иметь s  уравнений Лагранжа (2.22): 

0)( 







mm q

L

q

L

dt

d


    ),,...,2,1( sm                      (2.29) 

Для производных от L  по первым )( srr   обобщенным скоро-
стям rqqq  ,...,, 21 введем обозначение 

m

m

p
q

L






    ).,...,2,1( rm                        (2.30) 

где mp  называются обобщенными импульсами. Тогда на основании 

уравнений (2.29) имеем 

 m

m

p
q

L 



  ).,...,2,1( rm                (2.31)  

Найдем полный дифференциал от функции (2.28): 
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 
  












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m

m

m

m

m

dt
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L
qd
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L
dq

q

L
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1 1
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Принимая во внимание формулы (2.30) и (2.31), получим 

  
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Так как    

  
  


r

m

r

m

r

m

mmmmmm dpqqpdqdp
1 1 1
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то будет 
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      (2.32) 

Функцию 





r

m

mm LqpR
1

                                                 (2.33) 

называют функцией Рауса. 
Полный дифференциал от функции Рауса имеет вид 
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                (2.34) 

Сравнивая между собой выражения (2.32) и (2.34) с учетом обо-
значения (2.32), получим 

m

m
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q

R 

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 ,  0



mq

R


, m

m

q
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R 

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    ),...,2,1( rm                    (2.35) 

и 

mm q

L

q

R








, 
mm q

L

q

R

 
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



    ),...,2,1( srrm            (2.36) 

Кроме того, 

t
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Из условия 

0



mq

R


        ),...,2,1( rm   

вытекает, что функция Рауса от первых r  обобщенных скоростей не 
зависит. Подставляя теперь результаты (2.35) и (2.36) в уравнения Ла-
гранжа (2.29), будем иметь 

0)( 







mm q

R

q

R

dt

d


  ),...,1( srm                     (2.37) 

и 

,
m

m
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R
q




   
m

m
q

R
p




                             (2.38) 

Пусть теперь первые r обобщенных координат ),...,,( 21 rqqq будут 
циклическими, тогда 

0



mq

L
          ),,...,2,1( rm   

следовательно, в соответствии с (2.31) 0
m

 ),...,2,1( rm   и 

m

m
q

L
p




            ),...,2,1( rm   

будут постоянными величинами. Из уравнений (2.38) в связи с этим 

получим 

,
m

m
p

R
q




 0



mp

R
                          (2.39) 

Это значит, что циклические координаты не входят в состав 
функций Рауса. Уравнения же (2.37), которые называются уравне-
ниями Рауса, своего вида не изменят. Итак, нами установлено, что 
функция Рауса не содержит циклических, координат и их производ-

ных по времени. 

Для отыскания позиционных координат служат rs   уравнений 

Рауса (2.37). Циклические же координаты, в соответствии с (2.39), оп-

ределяются по формулам 

 


 dt
p

R
q

m

m   ).,...,2,1( rm                                                (2.40) 
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3. МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ КОНСЕРВАТИВНОЙ СИСТЕМЫ 

С ОДНОЙ И ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 

 

3.1. Малые колебания консервативной системы с одной сте-
пенью свободы около положения устойчивого равновесия 

 

Рассмотрим произвольную консервативную систему с голоном-

ными и стационарными связями, имеющую одну степень свободы. 

Положение системы будем определять обобщенной координатой q  

отсчитываемой от положения устойчивого равновесия. Предположим, 

что система отклонена на небольшую величину от положения равно-
весия и ей сообщена небольшая начальная скорость. Тогда вследствие 
устойчивости положения равновесия система будет совершать дви-

жение вблизи этого положения равновесия, т. е. обобщенная коорди-

ната q  и ее скорость q  будут все время малы по модулю. Это обстоя-
тельство дает возможность применить приближенный метод исследо-
вания движения, основанный на том, что нелинейные в общем случае 
дифференциальные уравнения движения упрощаются и заменяются 
на приближенные линейные уравнения. Для этого, очевидно, доста-
точно выражения для кинетической и потенциальной энергий разло-
жить в ряды по степеням q  и q , сохранив в них члены не выше вто-
рого порядка малости. 

Для системы со стационарными связями, имеющей одну степень 
свободы, кинетическая энергия имеет вид 

2)(
2

1
qqaT   ,                          (3.1) 

где обобщенный коэффициент инерции )(qa  является в общем случае 
функцией обобщенной координаты q . 

Так как кинетическая энергия T  при 0q  всегда положительна, 
то коэффициент )(qa  положителен и не обращается в нуль ни при ка-
ких значениях q , в частности, 

.0)0(  aa  

Разложим )(qa  в ряд Маклорена по степеням q : 






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
 q

dq

da
aqa

0

)0()( . 
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и подставим это выражение в равенство (3.1): 

2
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1
qq

dq
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




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


  

Для того чтобы сохранить члены не выше второго порядка мало-
сти относительно q  и q  отбросим все слагаемые в квадратной скобке, 
начиная со второго: 

2

2

1
qaT   

Это приближенное выражение для кинетической энергии отлича-
ется от точного значения (3.1) тем, что обобщенный коэффициент 
инерции )(qa  заменяется на его значение a  в положении равновесия. 

Для системы с одной степенью свободы с принятой точностью 

будем иметь 
2

2

1 сqП                                             (3.2) 

Приближенные выражения для кинетической и потенциальной 

энергий представляют квадратичные формы с постоянными положи-

тельными коэффициентами. Для кинетической энергии это следует из 
того, что она всегда положительна и в нуль обращается только при 

0q , а положительность коэффициента c  в выражении для потенци-

альной энергии следует из того, что рассматриваемое положение рав-
новесия устойчиво. 

Составим уравнение движения, учитывая, что для консерватив-

ной системы 
q

П
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Пользуясь выражениями (3.1) и (3.2) и принимая во внимание, 
что consta , получим 
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q
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Тогда уравнение Лагранжа принимает вид 

cqqa  , 

или 

02  qkq ,                                         (3.3) 

где 
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a

c
k 2  

Заметим, что число k  вещественно, так как коэффициенты а и с 
положительны. 

Уравнение (3.3) называется дифференциальным уравнением ма-
лых колебаний системы около положения устойчивого равновесия. 
Для получения этого уравнения не обязательно прибегать к уравнени-

ям Лагранжа второго рода — можно пользоваться любыми другими 

методами, например, общими теоремами динамики. Важно, чтобы в 
результате получилось линейное дифференциальное уравнение вто-
рого порядка с постоянными коэффициентами. Однако изложенный 

здесь метод является общим, одинаково пригодным как для простых, 
так и для сложных систем с несколькими степенями свободы. 

С уравнением (3.3) мы уже встречались при изучении прямоли-

нейных колебаний материальной точки под действием линейной вос-
станавливающей силы. Его общее решение можно представить в сле-
дующих двух эквивалентных формах: 

ktCktCq sincos 21  , 

или 

)sin(  ktAq .                                            (3.4) 

Произвольные постоянные 1C  и 2C  или A  и   определяются из 
начальных условий. Период незатухающих колебаний 

c

a

k
T 


 2

2
.                                           (3.5) 

Из изложенного видно, что вблизи положения устойчивого рав-
новесия   консервативная система с одной степенью свободы совер-
шает незатухающие гармонические колебания. 

 

3.2. Случай произвольной возмущающей силы 

 

До сих пор мы рассматривали свободные колебания консерва-
тивной системы с одной степенью свободы около положения устой-

чивого равновесия. При отсутствии сил сопротивления дифференци-

альное уравнение малых колебаний имеет вид 

02  qkq .                                     (3.6) 
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Если же, помимо потенциальных сил, действуют еще силы со-
противления, пропорциональные первой степени скорости, то диффе-
ренциальное уравнение приводится к следующей форме: 

02 2  qkqhq  .                                 (3.7) 

Предположим теперь, что, помимо потенциальных сил и сил со-
противления, на материальную систему действует возмущающая си-

ла, явным образом зависящая от времени. Обозначим соответствую-

щую обобщенную силу через )(tQ . Тогда, после деления на коэффи-

циент инерции a , получим вместо уравнения (3.7) следующее диффе-
ренциальное уравнение: 

 )(2 2 tFqkqhq                        (3.8) 

где )(tF — обобщенная сила, отнесенная к коэффициенту инерции: 

a

tQ
tF

)(
)(   

В курсе теоретической механики мы подробно исследовали ре-
шение этого уравнения в предположении, что возмущающая сила 

)(tF  изменяется по гармоническому закону. Поэтому в тех случаях, 
когда функция )(tF  имеет вид 

)sin()( 0  ptFtF , 

можно использовать полученные в курсе теоретической механике ре-
зультаты. Здесь мы рассмотрим случай, когда возмущающая сила 

)(tF  изменяется произвольным образом. 

Предположим сначала, что силы сопротивления отсутствуют. То-
гда уравнение (3.8) примет вид 

)(2 tFqkq  .                                          (3.9) 

Общее решение этого линейного неоднородного дифференциаль-
ного уравнения с постоянными коэффициентами складывается из об-

щего решения соответствующего однородного уравнения и частного 
решения данного уравнения (3.9). Соответствующее однородное 
уравнение будет 

02  qkq  

Его общее решение имеет вид 

ktDktDq sincos 21  ,                         (3.10) 

где 1D  и 2D — произвольные постоянные интегрирования., 
Частное решение уравнения (3.9) будем искать в форме (3.10), 

предположив, что 1D  и 2D  являются функциями времени: 
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kttDkttDq sin)(cos)( 21                            (3.11) 

Дифференцируя по времени, получим 

ktkDktkDkt
dt

dD
kt

dt

dD
q cossincoscos 21

21   

Нам нужно найти одно частное решение, а мы ввели две неиз-
вестные функции 1D  и 2D . Поэтому их можно подчинить некоторому 
условию. Потребуем, чтобы сумма первых двух слагаемых в правой 

части последнего равенства равнялась нулю: 

0coscos 21  kt
dt

dD
kt

dt

dD
.                             (3.12) 

Тогда 
ktkDktkDq cossin 21   

Дифференцируя еще раз по времени, получим 

ktkDktkDktk
dt

dD
ktk

dt

dD
q sincoscossin 2

2
2

1
21   

Подставим это выражение для q  и выражение (3.11) для q  в 
уравнение (3.9). Тогда, после приведения подобных членов, получим 

 )(cossin 21 tFktk
dt

dD
ktk

dt

dD
 .                        (3.13) 

Решая совместно уравнения (3.12) и (3.13) относительно произ-
водных dtdD /1 и dtdD /2  найдем 

)cos()(
1

),sin()(
1 21 kttF

kdt

dD
kttF

kdt

dD
 . 

Интегрируя, будем иметь 

 
tt

dkF
k

DdkF
k

D
0

2
0

1 cos)(
1

,sin)(
1

, 

где через   обозначена переменная интегрирования. 
Подставив найденные значения для 1D  и 2D  в равенство (3.11), 

получим частное решение уравнения (3.9): 

 
tt

dkFkt
k

dkFkt
k

q
00

cos)(sin
1

sin)(cos
1

. 

Так как функции ktcos  и ktsin  не зависят от переменной интег-
рирования      то их можно внести под знаки интегралов: 

 
tt

dkktF
k

dkktF
k

q
00

cossin)(
1

sincos)(
1

. 
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Объединяя оба интеграла, получим 

  
t

dkktkktF
k

q
0

sincoscossin)(
1

 

или 

 
t

dtkF
k

q
0

)(sin)(
1

 .                           (3.14) 

Таково частное решение дифференциального уравнения (3.9) при 

произвольной возмущающей силе )(tF . 

Для того чтобы найти частное решение уравнения (3.8), сделаем в 
нем замену переменных, положив 

zhtq )exp( , 

где  z  - новая неизвестная функция. Имеем 

.)exp()exp(2)exp(

,)exp()exp(

2 zhtzhthzhthq

zhtzhthq








 

После подстановки значений для q , q  и q в уравнение (3.8) в 
приведения подобных членов получим 

)()exp()()exp( 22 tFzhthkzht   , 

или, разделив на )exp( ht , 

)exp()()( 22 httFzhkz  . 

Будем предполагать, что kh   (силы сопротивления не очень ве-
лики). Тогда, положив 

222
1 hkk  ,                                    (3.15) 

мы придем к уравнению (3.9), где функция )(tF  заменена на функ-
цию )exp()( httF , а коэффициент k  на 1k . Поэтому частное решение 
последнего уравнения согласно равенству (3.14) будет 

 
t

dtkFh
k

z
0

1
1

)(sin)()exp(
1

. 

Переходя к старой переменной zhtq )exp( , найдем  

 
t

dtkFhht
k

q
0

1
1

)(sin)()exp()exp(
1

, 

или, внося множитель )exp( ht  под знак интеграла, 

.)(sin)()](exp[
1

0
1

1
 
t

dtkFth
k

q                        (3.16) 
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Таково частное решение дифференциального уравнения (3.9) при 

произвольной возмущающей силе )(tF . Непосредственной проверкой 

легко установить, что частные решения (3.14) и (3.15) удовлетворяют 
нулевым начальным условиям. 

Общее решение дифференциального уравнения (3.8) имеет вид  

 

.)(sin)()](exp[
1

sincos)exp(

0
1

1

1211

 


t

dtkFth
k

tkCtkChtq

                       (3.17) 

где 1C  и 2C  — произвольные постоянные интегрирования. 
 

3.3. Малые колебания консервативной системы с двумя сте-
пенями свободы около положения устойчивого равновесия 

 

Рассмотрим произвольную консервативную систему с голоном-

ными и стационарными связями, имеющую две степени свободы. По-
ложение системы будем определять обобщенными координатами 1q  и 

2q , отсчитываемыми от положения устойчивого равновесия. Вблизи 

этого положения обобщенные координаты 1q  и 2q  и обобщенные 
скорости 1q  и 2q , будут все время малы по модулю, так как равнове-
сие устойчивое. 

Кинетическая энергия системы для 2s  имеет вид 

 2
22122212112

2
12111 ),(),(2),(

2

1
qqqaqqqqaqqqaТ    .         (3.18) 

Коэффициенты инерции в общем случае зависят от координат 1q  

и 2q . Разложим их в ряд Маклорена по степеням 1q  и 2q  и ограни-

чимся малыми нулевого порядка (для того, чтобы кинетическая энер-
гия содержала члены не выше второго порядка малости относительно 

2121 ,,, qqqq  ) 

 












.)0,0(),(

,)0,0(),(

,)0,0(),(

22222122

12122112

11112111

aaqqa

aaqqa

aaqqa

                                 (3.19) 

Теперь выражение для кинетической энергии примет вид 

 2
2222112

2
111 2

2

1
qaqqaqaТ                            (3.20) 

где все обобщенные коэффициенты инерции - постоянные числа. 
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Так как при скоростях, отличных от нуля, кинетическая энергия 
положительна, то квадратичная форма (3.20) удовлетворяет критерию 

Сильвестра, который для данного случая имеет вид 

.0,0 2
12221111  aaaa                                  (3.21) 

Для системы с двумя степенями свободы разложение потенци-

альной энергии в ряд по степеням 1q  и 2q  дается следующей форму-
лой  

 2
2222112

2
111 2

2

1
qсqqcqсП  .                       (3.22) 

Для положения устойчивого равновесия квадратичная форма (3.22) 

определенно положительна и она удовлетворяет критерию Сильвестра: 
.0,0 2

12221111  cccc                                   (3.23) 

Пользуясь уравнениями Лагранжа 

q

П
q

T

q

T

dt

d




















 

и равенствами (3.20) и (3.22), составим дифференциальные урав-
нения малых колебаний. Имеем ( constija ) 

.,0

,,

212111
1

212111
1

212111
1

qcqc
q

П
q

T

qaqa
q

T

dt

d
qaqa

q

T






















 





 

Следовательно, уравнение для координаты 1q  будет 
212111212111 qcqcqaqa   . 

Второе уравнение может быть получено аналогичным способом. 

Принимая во внимание, что 2112 aa   и 2112 cc  , окончательно 
будем иметь 








.0

,0

222121222121

212111212111

qcqcqaqa

qcqcqaqa




                     (3.24) 

Таким образом, малые колебания консервативной системы с дву-
мя степенями свободы около положения устойчивого равновесия 
описываются двумя линейными однородными дифференциальными 

уравнениями второго порядка с постоянными коэффициентами. Ре-
шение этих уравнений будем искать в форме 

),sin(),sin( 21  ktBqktAq                  (3.25) 

где kBA ,,  и   - неизвестные постоянные. 
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Продифференцируем выражения для 1q  и 2q   дважды повремени t : 

),sin(),sin( 2
2

2
1  ktBkqktAkq   

и подставим полученные выражения в уравнения (24): 

.0)sin()sin(

)sin()sin(

,0)sin()sin(

)sin()sin(

2221

2
22

2
21

1211

2
12

2
11







ktBcktAc

ktBkaktAka

ktBcktAc

ktBkaktAka

 

Для того чтобы эти равенства удовлетворялись тождественно при 

любых t , вычислим коэффициенты при )sin( kt  и приравняем их к 
нулю: 











0)()(

,0)()(

2
2222

2
2121

2
1212

2
1111

BkacAkac

BkacAkac
                      (3.26) 

Эти алгебраические линейные однородные уравнения относи-

тельно A  и B  должны иметь решение, отличное от нуля (в противном 

случае согласно (3.25) 021  qq , что соответствует покою, а не 
движению). Поэтому определитель этой системы должен равняться 
нулю: 

0
2

2222
2

2121

2
1212

2
1111 





kaсkaс

kaсkaс
.                              (3.27)

 

Раскрывая определитель, получим  

     0
22

1212
2

2222
2

1111  kaсkaсkaс ,               (3.28) 

или 

      .02 2
122211

2
121211222211

42
122211  ccckcacacakaaa  

(3.29) 

Уравнение (3.27), или эквивалентные ему уравнения (3.28) и 

(3.29), называется уравнением частот, или вековым уравнением. 

Докажем, что оба корня этого уравнения относительно 2k  веще-
ственны и положительны. Для доказательства обозначим левую часть 
уравнения (3.29) или, что то же самое, уравнения (3.28) через )( 2k . 

Тогда, пользуясь соотношениями (3.21) и (3.23), будем иметь 
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,0)(,0)0(

2
22

2
22121222

22

22
2
11

2
11121211

11

11

2
122211





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
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
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





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a
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a

c

a
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a

c

ccc

 

(значения 02 k и 2k  подставлялись в левую часть уравнения 
(26), а значения 1111

2 / ack   и 2222
2 / ack   в левую часть эквива-

лентного   ему   уравнения (25)). 

Это означает, что между 02 k и 2k  график функции 

)( 2k  пересекает ось абсцисс в двух точках (рисунок 1), опреде-
ляющих два положительных корня 2

1k  и 2
2k  уравнения частот. 

 

0

11

112

a

c
k 

)0(

22

222

a

c
k 

2

2k2

1k
2k


)(

 
 

Рисунок 1 

 

Прежде чем перейти к дальнейшему, заметим, что в том случае, 
когда уравнения (3.26) распадаются на два независимых уравнения 
(это будет при 02112  aa  и 02112  cc ), соответствующие частоты 

колебаний будут (они называются парциальными частотами) 

22

22*
2

11

11*
1 ,

a

c
k

a

c
k  . 

Из полученных выражений и рисунка 1 видно, что парциальные 
частоты больше меньшей частоты системы 1k  и меньше большей час-
тоты системы 2k . 

Извлечем теперь из 2
1k  и 2

2k  квадратные корни и воспользуемся 
только положительными значениями 1k  и 2k . Каждому корню 1k  и 2k  



 42

будет отвечать одно частное решение (3.25), причем каждой частоте 
1k  и 2k  отвечают свои значения BA,  и   . Частные решения линейно 
независимы, поэтому общее решение будет равно их линейной ком-

бинации: 

).sin()sin(

),sin()sin(

2221112

2221111




tkBtkBq

tkAtkAq
 

Между числами 1A  и  1B , 2A  и  2B  имеется связь, которая уста-
навливается уравнениями (3.26). Если подставить в эти уравнения 1k  

или 2k  то определитель системы (3.26) обратится в нуль. Следова-
тельно, из двух уравнений этой системы независимых только одно. 
Возьмем одно из этих уравнений, например первое (при решении 

практических задач нужно выбирать наиболее простое уравнение), и 

найдем из него отношение  

)2,1(,
2

1212

2
1111 




 i
kac

kac

A

B
i

i

i

i

i .                           (3.30) 

Каждому значению частоты 1k  и 2k  отвечают соответствующие 
значения 1  и 2 . Вычислив их по формуле (3.30), найдем 

222111 , ABAB  .                               (3.31) 

Теперь общее решение примет вид 

).sin()sin(

),sin()sin(

222211112

2221111




tkAtkAq

tkAtkAq                (3.32) 

В этом решении частоты 1k  и 2k  и коэффициенты 1  и 2  неиз-
вестные числа, характеризующие данную систему, 121 ,, AA  и 2  про-
извольные постоянные, определяемые из начальных условий движе-
ния. 

Из формы общего решения видно, что движение системы с двумя 
степенями свободы около положения устойчивого равновесия скла-
дывается из двух независимых колебаний: 

,,
)2(

2
)1(

22
)2(

1
)1(

11 qqqqqq   

где 

).sin(),sin(

),sin(),sin(
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21111
)1(
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)2(
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)1(

1





tkAqtkAq

tkAqtkAq
 

Первое колебание в обеих координатах происходит с частотой 1k  

а второе с частотой 2k . Эти колебания называются главными. Коэф-
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фициенты 1  и 2 определяют формы колебаний; согласно равенст-
вам (3.30) они имеют простой физический смысл, показывая, во 
сколько раз амплитуда соответствующего главного колебания в одной 

из координат больше (или меньше) амплитуды другой координаты. 

Из определения видно, что все координаты в каждом главном ко-
лебании изменяются по гармоническому закону, имея одинаковые 
частоты и фазы. Это означает, что они (т. е. координаты) одновремен-

но обращаются в нуль, одновременно достигают максимальных зна-
чений и т. п., причем координаты в каждом главном колебании нахо-
дятся в постоянном отношении i , не зависящем от начальных усло-
вий. 

Частоты колебаний (точнее, круговые частоты) 1k  и 2k , а также 
коэффициенты 1  и 2  являются основными характеристиками ма-
лых колебаний системы с двумя степенями свободы. 

В заключение отметим, что методы составления и интегрирова-
ния дифференциальных уравнений малых колебаний системы с двумя 
степенями свободы около положения устойчивого равновесия без 
всяких изменений могут быть распространены на системы с большим 

числом степеней свободы. 

 

 
 

4. НЕГОЛОНОМНЫЕ СИСТЕМЫ 

 

4.1. Число степеней свободы неголономной системы.  

 

Рассмотрим систему с линейными неголономными связями, т. е. 
со связями, в уравнения которых проекции скоростей входят линейно. 
Уравнения таких связей имеют вид 





n

i

iiiiii DzCyBxA
1

0)(       )d,...,2,1(   

или 

 





n

i

iiiiii dtDdzCdyBdxA
1

0)(    ),d,...,2,1(            (4.1)  

где d —число неголономных связей, ,iA ,iB ,iC D — функции коор-
динат, а в случае нестационарных связей и времени. Если 0D , то 
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указанные связи называются однородными линейными неголоном-

ными. 

Пусть на материальную систему наложено k  голономных связей 

0),,,( tzyxf iiii  

и d  неголономных связей вида (4.1). Тогда вариации координат 
должны удовлетворять следующим уравнениям: 
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ii zCyBxA             ),,...,2,1( k  

Следовательно, если эти dk  уравнений независимы, то число 
независимых вариаций координат равно d3  kn . Это число незави-

симых вариаций координат называется числом степеней свободы не-
голономной системы. 

Остановимся на одном свойстве неголономных связей, не отме-
ченном нами ранее. Всякая геометрическая связь является также и 

кинематической связью, т. е. ограничения, накладываемые на коорди-

наты точек, накладывают ограничения и на скорости точек. Но оказы-

вается, что наличие неинтегрируемых кинематических связей может 
не влиять на независимость координат.  

 

4.2. Уравнения движения для неголономных систем с множи-

телями Лагранжа 
 

Пусть sqqq ,...,, 21  будут обобщенными координатами механиче-
ской системы. Пусть на систему наложено d  неголономных связей 

вида 





s

m

mm aqa
1

0    )d,...,2,1(                                     (4.2) 

В п. 2.3 был рассмотрен прием составления уравнений Лагранжа 
второго рода, если на материальную систему наложены дополнитель-
ные связи. Этот прием заключался во введении реакций дополнитель-
ных связей в число активных сил. 

Воспользуемся этим приемом для учета вводимых неголономных 
связей. Так как вводимые связи идеальные, то 

 
 


n

i

s

m

mmii qQrR
1 1

,0


                            (4.3) 
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где iR

— реакции неголономных связей, mQ — обобщенные силы, со-

ответствующие этим реакциям. Из уравнений связей (4.3) следует, что  





s

m

mmqa
1

0             ).d,...,2,1(   

Умножим каждое из этих соотношений на соответствующий 

множитель Лагранжа  и сложим полученные выражения между со-
бой: 

 
 


s

m

mm aq
1

d

1

.0


                                (4.4) 

Вычитая из выражения (4.3) соотношение (4.4), получим 

 
 


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m

mm aQq
1

d

1

0)(


  

независимых вариаций обобщенных координат ds . Выберем 

d ,...,, 21  так, чтобы множители у остальных d вариаций обраща-
лись в нуль; тогда 


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
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

 maQ     ),,...,2,1( sm   

и, следовательно, уравнения движения при наличии d  неголономных 
связей будут иметь вид 










 d

1

.)(


 mm

mm

aQ
q

T

q

T

dt

d


                           (4.5) 

Уравнения (4.5) вместе с уравнениями связей (4.2) образуют сис-
тему ds  уравнений относительно неизвестных 

).,...,,,,...,,( d2121 sqqq  

 

4.3. Уравнения движения в квазикоординатах 
 

В случае голономных стационарных связей уравнения движения 
в квазикоординатах были получены в п. 2.5. 

Пусть теперь на рассматриваемую систему будет наложено d  не-
голономных связей вида 





s

m

mm aqa
1

0   ),d,...,2,1(                       (4.6) 

где  aa m , зависят только от обобщенных координат. Как было пока-
зано в п.4.2, уравнения Лагранжа при учете, новых связей имеют вид 

(4.5), т. е. 
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

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Произведя с этими уравнениями те же операции, которые были 

проведены в п.2.5, получим 
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где T   определяется формулой (2.18), P — формулой (2.17), j — 

формулой (2.19), а квазискорости выражаются через обобщенные 
скорости при помощи соотношений 
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mmq
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        ).,...,2,1( s                 (4.8) 

Выберем теперь в последних d  соотношениях (4.8) коэффициен-

ты m следующим образом: 

,mm     

где   ds ).d,...,2,1(   Правые части уравнений (4.7) при этом 

примут вид 
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На основании свойства                
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делаем заключение о том, что 
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Следовательно, уравнения Эйлера—Лагранжа при наличии него-
лономных связей будут иметь вид 
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Присоединяя к этим уравнениям d , уравнений связей (4.6), полу-
чаем систему ds  уравнений второго порядка и d  уравнений первого 
порядка для определения неизвестных sqqq ,...,2,1 и .,...,, d21 s  . Ос-
тавшиеся последние d  уравнений (4.7) могут служить для определе-
ния  , т. е. для определения реакций связей 

 

4.4. Уравнения Аппеля  

 

Пусть на материальную систему, состоящую из n  точек, наложе-
но k  голономных и d  неголономных связей. Если ,,...,, 21 sqqq  где 

,3 kns   независимые обобщенные координаты, тo формулы 

),...,,,( 21 sii qqqtrr


     ),...,2,1( ni                             (4.9) 

устанавливают связь между декартовыми и обобщенными координа-
тами. Из формул (4.9) следует, что 
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Пусть уравнения неголономных связей имеют вид 





s

aqa
1

0


     )d,...,2,1(                        (4.10) 

 

Выберем за ds  независимых квазискоростей (по числу степе-
ней свободы) ds  независимых линейных комбинаций обобщенных 
скоростей 





s

q
1

      )d,...,2,1(  s                           (4.11) 

 

Из уравнений (3.10) и (3.11) определим зависимость обобщенных 
скоростей от квазискороетей  .   Очевидно, что это можно сделать в 
том случае, если определитель системы уравнений (4.10) и (4.11) от-
личен от нуля: 



 48
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Пусть найденная зависимость имеет вид   

 
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mmm bbq


    ),,...,2,1( sm                   (4.12) 

где mb  и mb — функции времени и обобщенных координат. Величи-

ны   , могут принимать произвольные значения, так как по форму-
лам (4.12) всегда можно подобрать соответствующие им значения  

mq . Дальнейшие выкладки основаны на применении общего уравне-
ния динамики и подробно рассмотрены в [1]. В итоге получаем ds  

уравнений 
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
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
S

     )d,...,2,1(  s          (4.13) 

которые называются уравнениями Аппеля. 
где   - обобщенные силы, соответствующие квазикоординатами 

 ; 
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Функция 

.
21
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
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
n

i

iiam
S  

называется энергией ускорений (по аналогии с кинетической энерги-

ей). Система уравнений (4.13) совместно с соотношениями (4.10) со-
ставляет полную систему уравнений для определения декартовых ко-
ординат nnn zyxzyxzyx ,,,......,,,,,, 222111  и квазискоростей d21 ,...,, s   

как функций времени t . 

Возьмем теперь в качестве квазискоростей ds  независимых 
обобщенных скоростей ,,...,, d21 sqqq   и выразим через них с помощью 

соотношений (4.10) остальные d  обобщенных скоростей: 
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Отсюда 
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Заменяя теперь в выражении для возможной работы  
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обобщенные силы, соответствующие независимым вариациям 

)d,...,2,1(  sq    

Уравнения Аппеля теперь примут вид 
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Для голономной системы уравнениями Аппеля будут  
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При вычислении функции S  бывает целесообразно использовать 
теорему, аналогичную теореме Кёнига. 

Пусть подвижная система координат имеет начало в центре масс 
материальной системы и движется поступательно. Тогда положение 
i -й точки системы в неподвижной системе координат определяется 
радиусом-вектором 

ds ,                                                  (4.15) 

где cr  — радиус-вектор центра масс в неподвижной системе коорди-

нат, а ip —радиус-вектор точки ( в подвижной системе координат. Из 
выражения (4.15) следует, что 

rici aaa


                             (4.16) 

где ria


—относительное ускорение i -й точки. Подставим соотношение 
(4.16) в выражение для функции S : 
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— масса всей системы. Далее имеем 
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так как 0c


. Следовательно, 
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ускорение системы в относительном движении 

 

4.5. Уравнения движения неголономной системы. Уравнения 

С. А. Чаплыгина 
 

В п. 2.2. нами было получено выражение 
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Пусть на систему наложено d   неголономных связей 
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Примем первые ds  обобщенных координат за независимые и 

выразим обобщенные скорости ,, 2d1d  ss qq   ... ..., sq  с помощью урав-
нения неголономных связей через d21 ,...,, sqqq   
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откуда следует, что  
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или 
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В силу независимости d21 ,...,, sqqq   имеем 
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Это и есть искомые уравнения движения. Присоединяя к ним 

уравнения неголономных связей (4.17), получим полную систему 
уравнений для определения всех обобщенных координат. 

Если коэффициенты kmh , кинетическая энергия d21 ,...,, sqqq   и 

потенциальная энергия П не зависят от sss qqq ,...,, 2d1d  , то уравне-
ния (4.19) примут вид 
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Пусть *T  будет кинетической энергией системы после исключе-
ния скоростей sss qqq  ,...,, 2d1d  тогда 
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Из выражения (4.18) следует, что 
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Следовательно, 
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Теперь можно написать 
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Замечая, что 
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перепишем уравнения движения в виде 
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Эти уравнения получил С. А. Чаплыгин, и они носят его имя. Ис-
ключая в полученных уравнениях с помощью зависимостей (4.18) 

скорости sss qqq  ,...,, 2d1d   входящие в выражения kqT  получим 

систему ds   уравнений  с ds  неизвестными d21 ,...,, sqqq  которая 
интегрируется независимо от уравнений неголономных связей. Ос-
тальные координаты можно затем определить из уравнений (3.18). 

 

5. ЗАДАЧИ НА СОСТАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА 

ВТОРОГО РОДА. 

5.1. Механическая система с одной степенью свободы. 

Механическая система движется под действием сил тяжести и 
сил сопротивления. Начальное положение системы показано на ри-
сунке 1, 2. Учитывая трение скольжения тела 1 (варианты 1-3, 5, 6, 8-
12, 17-23, 28-30) и сопротивление качению тела 3, катящегося без 
скольжения (варианты 2, 4, 6-9, 11, 13-15, 20, 21, 24, 27, 29), пренеб-
регая другими силами сопротивления и массами нитей, предполагае-
мых нерастяжимыми, определить: 
1. Уравнение движения тела 1 )(tss  . 

2. Кинетическую энергию системы как функцию времени. По-
строить график.  
В задании приняты следующие обозначения: ml, т2, т3, т4 - массы 

тел 1, 2, 3, 4; R2, r2, R3, r3 - радиусы больших и малых окружностей; i2x, 

i3 - радиусы инерции тел 2 и 3 относительно горизонтальных осей, 

проходящих через их центры тяжести; ,  - углы наклона плоскостей 

к горизонту; f - коэффициент трения скольжения;  - коэффициент 
трения качения.  
Необходимые для решения данные приведены в табл. 1 и табл. 2. 

Блоки и катки, для которых радиусы инерции в таблице не указаны, 
считать сплошными однородными цилиндрами. Радиусы малых ок-
ружностей выбрать самостоятельно. Наклонные участки нитей парал-
лельны соответствующим наклонным плоскостям. Начальные усло-
вия движения системы выбрать самостоятельно. 
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Таблица 1 

№
 п

/п
 

№
 с
хе

-

мы
 

ml, кг m2, кг m3, кг m4, кг R2, см
R3, 

см 
R/r i2x, см i3, см

, 

град 

, 

град 
f , см 

1 1 1.0 4.0 0.3 1.5 - - - - - 65 - 0.10 - 

2 2 2.1 1.2 0.7 - - 30 2.0 - 20 35 45 0.22 0.20 

3 3 1.5 1.4 0.1 1.6 - - - - - 45 - 0.10 - 

4 4 1.2 2.0 2.1 - 16 25 1.5 14 - 30 - - 0.20 

5 5 1.2 0.5 0.4 - - 30 - - - 35 45 0.15 0.20 

6 6 1.3 2.8 10.0 - - 30 1.2 - 20 30 - 0.12 0.25 

7 7 1.4 0.4 0.3 0.2 - - - - - 60 - 0.10 - 

8 8 1.6 0.6 0.4 - - 30 2.1 - 25 20 45 0.17 0.20 

9 9 1.4 0.6 0.3 1.2 30 - 2.0 20 - 45 - 0.20 - 

10 10 1.0 2.0 6.0 2.0 30 20 1.6 26 - 30 - - 0.24 

11 11 1.3 0.7 7.0 5.0 - 25 - - - - - - 0.20 

12 12 1.6 0.9 6.5 0.8 20 15 1.4 18 - 70 - - 0.25 

13 13 1.2 2.0 4.0 3.0 - - - - - - - - - 

14 14 1.3 4.0 2.0 2.0 20 30 1.8 15 20 25 - 0.12 - 

15 15 1.0 0.4 0.1 1.0 24 - - 20 - 65 - 0.15 - 

16 16 1.0 1.1 2.4 - 20 20 2.0 16 - 35 55 0.20 0.32 

17 17 1.1 1.0 0.1 0.9 20 - 1.2 18 - 50 - 0.10 - 

18 18 0.9 1.0 6.0 0.5 20 20 1.3 16 - 40 - - 0.20 

19 19 1.5 0.3 0.2 - - 35 - - - 25 50 0.20 0.20 

20 20 1.5 0.8 0.4 2.1 26 20 1.7 20 18 20 - 0.12 - 

 

 

5
3
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Таблица 2 

 
№

 п
/п

 

№
  

сх
ем
ы

 
ml, кг m2, кг m3, кг m4, кг R2, см R3, см R/r i2x, см i3, см

,  

град 

,  

град 
f , см 

21 1 1.5 6.0 0.5 1.2 - - - - - 50 - 0.11 - 

22 2 2.5 1.4 0.9 - - 40 2.0 - 32 40 15 0.2 0.1 

23 3 2.5 1.9 0.2 2.6 - - - - - 40 - 005 - 

24 4 1.8 5.0 6.1 - 28 32 1.5 24 - 10 - - 0.1 

25 5 1.2 0.8 0.2 - - 20 - - - 30 25 0.11 0.15 

26 6 1.5 3.8 12.0 - - 40 1.2 - 30 20 - 0.05 0.24 

27 7 1.2 0.2 0.45 0.3 - - - - - 70 - 0.12 - 

28 8 2.6 0.9 0.2 - - 41 2.1 - 35 20 35 0.14 0.3 

29 9 1.1 0.9 0.2 1.5 25 - 2.0 20 - 30 - 0.19 - 

30 10 1.5 2.0 6.5 2.5 24 26 1.6 20 - 30 - - 0.21 

31 11 1.9 0.5 7.7 5.5 - 21 - - - - - - 0.18 

32 12 1.8 0.4 6.2 0.95 22 16 1.4 16 - 60 - - 0.1 

33 13 1.1 1.2 4.5 2.0 - - - - - - - - - 

34 14 1.4 4.1 2.5 2.1 34 34 1.8 25 30 45 - 0.11 - 

35 15 0.9 0.4 0.12 1.7 31 - - 27 - 60 - 0.13 - 

36 16 1.2 1.1 2.8 - 40 25 2.0 26 - 30 45 0.1 0.22 

37 17 1.12 1.4 0.1 0.9 26 - 1.2 18 - 30 - 0.1 - 

38 18 0.95 1.6 6.5 0.5 21 21 1.3 19 - 30 - - 0.18 

39 19 1.7 0.5 0.25 - - 31 - - - 15 30 0.14 0.17 

40 20 1.9 0.9 0.45 2.1 26 25 1.7 26 25 30 - 0.1 - 

 

5
4
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5.2. Исследование движения механической системы с двумя сте-
пенями свободы. 

 

Механическая система тел 1-6 (рисунок 4, 5) движется под воз-
действием постоянных сил P


, пар сил с моментами М , сил тяжести и 

сил сопротивления (сил трения). Необходимые данные приведены в 
табл. 3  и табл. 4. Там же указаны рекомендуемые обобщенные коор-
динаты (х и  - обобщенные координаты для абсолютного движения, 
а  - для относительного движения). При решении задачи массами ни-

тей пренебречь. Считать, что качение колес происходит без проскаль-
зывания. Трение качения и силы сопротивления в подшипниках не 
учитывать. Колеса, для которых в таблице радиусы инерции не указа-
ны, считать сплошными однородными дисками. Водила (кривошипы) 

рассматривать как тонкие однородные стержни. Принять, что в вари-

антах 19, 20, 27, 28, 35, 36, 39 и 40  механизм расположен в горизон-

тальной плоскости. В вариантах 3 и 4 массой ленты пренебречь. В ва-
риантах 5 и 6 блоки 5 и 6 насажены на общую ось свободно, их массы 

и размеры одинаковы. В вариантах 27, 28, 31 – 40 момент M1 прило-
жен к водилу.  
Величины моментов 1M  и 2M  принять следующими: )N(M  201 Нм, 

)N(M 2302  Нм; N  - номер варианта. 
Рассмотреть два варианта движения системы: 

1. С учетом сил трения. 
2. Без учета сил трения.  

Найти: 

1. Уравнения движения системы в обобщенных координатах 
q1 и q2 при заданных начальных условиях. 

2. Кинетическую энергию системы как функцию време-
ни. Построить график.  

3. Скорость и ускорение тела 1 как функцию времени. По-

строить график.   

 

Примечание. Если на механизм не действуют силы трения, то к 
любому звену, которое совершает вращательное движение приложить 
пару сил сопротивления с моментом равным cM . Величину cM  вы-

брать самостоятельно. 
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                    Таблица 3   

Массы звеньев,кг Радиусы 

инерции, м 

Начальные  
условия 

Обобщенные 
координаты 

№
 в
ар
иа
нт
а 

№
 с
хе
мы

 

1 2 3 4 5 zi2  zi3  Ра
ди
ус

 r
,м

 

 

С
ил
а 
Р,

 Н
 

М
ом
ен
ты

, 

Н
м 

10q 20q 10q 20q

Коэффици-

ент трения 
скольжения

1q  2q  

1 1 2 6 1 1 - - - - 30 - -  0.1 0 0.12 0 - x  

2 1 3 5.5 1.5 2 - - - - 45 - -  0 0.1 0 0.61 - x  

3 2 4 3 - - - - - - - - - 120 0.15 0 0 0.2 -  x 

4 2 2 2.5 - - - - - - - - - 150 0 0.2 0.2 0.2 -  x 

5 3 2 2 4 2 2  - - 25 30 - - 0 0. 0.2 0.3 0.1 x1 x2 

6 3 1 3 6 1 0  - - 30 45 - - 0 0.12 0.4 0 0.1 x1 x2 

7 4 2 2.5 0 1 2 0.4 0.6 0.8 30 - - 140 0.2 0 0 0.1 -  ξ 
8 4 1 2 3.5 1 2.5 0.2 0.3 0.5 45 - - 130 0.1 0 0.25 0 -  ξ 
9 5 0.5 5 1.5 2 - - - - 60 30 100 - 0.2 0.3 0.3 0 0.25 x ξ 

10 5 3.5 4 1 2.5 - - - - 50 40 250 - 0 0 0.23 0 0.2 x ξ 
11 6 1 2.5 3.5 4 2 - 0.25 0.4 - - - - 0 0.3 0.25 0 - x ξ 
12 6 2.5 5 3 2 2.5 - 0.3 0.4 - - - - 0.15 0 0 0.31 - x ξ 
13 7 1.5 2 3 1 - - 0.35 0.5 30 - - - 1.5 0 0 0.25 0.1 x ξ 
14 7 2 2.5 3.5 2 - - 0.3 0.4 45 - - - 1 0 0.42 0.2 0.15 x ξ 
15 8 1 1.5 3 2.5 3 - - - 40 - - - 1.2 0 0.4 0.2 0.12 x ξ 
16 8 3 1.5 1 2 3 - - - 60 - - - 0.2 0 0.64 0 0.2 x ξ 
17 9 2 2 1.5 3.5 1  - - - - - - 0 1.3 0 0.5 0.13 x ξ 
18 9 2 3.5 1 3 1  - - - - - - 0 0 0 0.65 0.17 x ξ 
19 10 1.5 3 2.2 1 - 0.6 0.22 0.4 - - - M1, M2 0 0 0.1 0.24 - 1 2 

20 10 1 3.5 2 2 - 0.7 0.32 0.5 - - - M1, M2 0.15 0 0.81 0 - 1 2 

 

5
8
 

 



 

 59

Таблица 4 

Массы звеньев,кг Радиусы 

инерции, м 

Начальные 
условия 

Обобщенные 
координаты 

№
 в
ар
иа
нт
а 

№
 с
хе
мы

 

1 2 3 4 5 zi2  zi3  Ра
ди
ус

 r
,м

 

 

С
ил
а 
Р,

 Н
 

М
ом
ен
ты

, 

Н
м 

10q 20q 10q 20q

Коэффици-

ент трения 
скольжения

1q  2q  

21 11 2 7 1.5 - - - - - 20 - 150 - 0 0.22 0.23 0 0.12 x ξ 
22 11 1.5 5 1.5 - - - - - 30 - 230 - 0.1 0.2 0 0.3 0.1 x ξ 
23 12 3.5 2 1.5 2  - - - - - - 60 0 0.4 0.6 0.4 -  ξ 
24 12 3 3.5 1.5 1  - - - - - - 245 0.2 0.3 0 0.6 -  ξ 
25 13 2 1.5 1 1.5 3 - - - 40 - - - 0 0.4 0 0.48 0.05 x ξ 
26 13 3 1.5 1.5 1 3 - - - 50 - - - 0 0 0.2 0.5 0.15 x ξ 
27 14 2 3 2 - - 0.5 - 0.7 - - - M1, M2 0 0.12 0 0 - 1 2 

28 14 4 4 2 - - 0.6 - 0.8 - - - M1, M2 0.1 0 0.36 0 - 1 2 

29 15 1 3 2.5 2.3 2 - - - 35 - - - 0 0.3 0.42 0.3 0.11 x ξ 
30 15 1.5 3.5 1 2 2.5 - - - 55 - - - 0.12 0.53 0.23 0 0.16 x ξ 
31 16 1.5 3 2 3.5 - - - - - - - М1, М2 0 0 0.94 0 - 1 2 

32 16 1 4 2.5 3 - - - - - - - М1, М2 0 0.3 0.5 0 - 1 2 

33 17 2.5 2.5 2 0 - 0.45 - 0.6 - - - 85 0 0 0.51 0 -  x 

34 17 2 2 2 1.5 - 0.5 - 0.7 - - - 153 0.22 0.24 0.2 0 -  x 

35 18 1 1 3 - - - - - - - - M1, M2 0 0 0.3 0.36 - 1 2 

36 18 1.5 1.5 5 - - - - - - - - M1, M2 0 0.2 0 0.6 - 1 2 

37 19 2 3.5 4 - - 0.25 - 0.4 - - - 250 0 0 0.25 0.59 -  x 

38 19 3 2 4.5 - - 0.32 - 0.4 - - - 140 0 0.2 0.5 0.9 -  x 

39 20 1.5 4.5 2 1 - - - - - - - M1, M2 0.5 0 0.4 0 - 1 2 

40 20 2 4 2.5 2 - - - - - - - M1, M2 0 0.25 0 0.2 - 1 2 

 

5
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