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ВВЕДЕНИЕ 

В приложениях математики к различным отраслям науки дифференци-

альные уравнения (ДУ) занимают важное место. Использование их – наибо-

лее эффективное и распространенное средство решения большинства задач. 

Многие реальные процессы с помощью ДУ описываются просто и полно. 

Дифференциальное уравнение, полученное в результате исследования како-

го-либо реального явления или процесса, называют дифференциальной мо-

делью этого процесса. При построении таких моделей важное значение имеет 
знание законов физики, например, в механике это могут быть законы Ньюто-

на, в теории электрических цепей – законы Кирхгофа и т. д. 

На практике приходится иметь дело и с такими случаями, когда неиз-
вестны законы, позволяющие составить ДУ, и поэтому необходимо прибе-
гать к различным предположениям, касающимся протекания процесса при 

малых изменениях параметров (переменных). С помощью математического 

моделирования решение задачи сводится к решению соответствующего ДУ. 

Цель настоящего пособия – научить студентов решать задачи путем 

составления ДУ, т. е. дифференциального моделирования. В первых пяти 

главах изложены основы теории обыкновенных ДУ. Главы 6–8 посвящены 

применению ДУ для решения физических, геометрических и инженерных 

задач. 
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ГЛАВА 1  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

1.1. Основные понятия и определения 

Уравнение, связывающее независимую переменную, неизвестную 

функцию и ее первую производную (или дифференциалы переменных), на-
зывается ДУ первого порядка. 

В общем случае эти уравнения представляют собой соотношение вида 

 0))(),(,( =′ xyxyxF . 

В отличие от алгебраических уравнения, где в качестве неизвестной 

выступает независимая переменная (х), в ДУ неизвестной является уже 
функция ))(( xy . Поэтому теория ДУ дает возможность находить законы 

зависимости одних величин от других. Этим объясняется столь широкое 
применение ДУ для решения прикладных задач. 

Здесь мы ограничимся рассмотрением ДУ 1-го порядка, разрешен-

ных относительно производной, 

 ),( yxfy =′    

или (1.1) 

 0),(),( =+ dyyxNdxyxM .   

Общим решением ДУ (1.1) называется функция 

 ),( Cxy ϕ=    

или в неявном виде (1.2) 

 0),,( =Φ Cyx ,   

где С – произвольная постоянная. 

Решение (1.2) называют общим интегралом ДУ. 

Если некоторому значению 0xx =  соответствует определенное значе-
ние 0yy =  функции )(xy , то говорят, что задано начальное условие (НУ): 

 00 )( yxy = .  (1.3) 

Решение ДУ (1.1) с НУ (1.3) называется задачей Коши. Для ее реше-
ния необходимо: 

• найти общее решение (1.2) ДУ; 

• в общее решение подставить НУ (1.3) и найти значение произ-
вольной постоянной 0CC = ; 

• полученное значение подставить в общее решение, т. е. 
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 )(),( 0 xCxy Ψ≡ϕ=  

или  (1.4) 

 0),(),,( 0 =≡Φ yxPcyx . 

Функции )(xΨ  или 0),( =yxF  называют частным решением ДУ (1.1). 

С геометрической точки зрения (рис. 1.1) общее решение представ-

ляет собой однопараметрическое семейство кривых, а частное – единст-
венная кривая этого семейства, проходящая через заданную точку ( ), 00 yx . 

 

       .

    . 

. 

частное решение 

y 

y0 

x0 x 

общее решение 

 

Рис. 1.1. Геометрическая интерпретация общего  

и частного решений ДУ (1.1) 

 Рассмотрим важные частные случаи ДУ (1.1). 

1.2. Дифференциальные уравнения  

с разделяющимися переменными. 

Допустим, что )()(),( 21 yfxfyxf = . 

Тогда уравнение (1.1) принимает вид 

 )()( 21 yfxf
dx

dy
=  

и, разделяя переменные, получаем 

 dxxf
yf

dy
)(

)(
1

2

= . 
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Далее путем интегрирования 

 ∫ ∫= dxxf
yf

dy
)(

)(
1

2

 

приходим к общему решению (1.2). 

В случае уравнения (1.1) переменные х и у в функциях ),( yxM  и 

),( yxN должны разделяться, т. е. 

 )()(),( 21 yMxMyxM =     и    )()(),( 21 yNxNyxN = . 

Затем делим обе части уравнения на )( )( 21 yMxN  и интегрируем 

 Cdy
yM

yN
dx

xN

xM
=+∫ ∫ )(

)(

)(

)(

2

2

1

1 . 

Если речь идет о нахождении частного решения при заданном  

НУ (1.3), то можно проводить интегрирование ДУ следующим образом: 

 ∫ ∫=
y

y

x

x

dxxf
yf

dy

0 0

)(
)(

1

2

   или   ∫ ∫ =+
x

x

y

y

Cdy
yM

yN
dx

xN

xM

0 0
)(

)(

)(

)(

2

2

1

1 . 

Пример 1.1.  Найти частное решение уравнения 

 0 1)1(
22 =−−+ ydyxdxyx , 0)0( =y . 

Решение. Для разделения переменных обе части уравнения разделим 

на 1)1(
22 −+ xy : 

 dy
y

y
dx

x

x

11
2

2 +
=

−
. 

Интегрируя с учетом НУ, получаем 

 ∫ ∫ +
=

−

x y

y

ydy

x

xdx

0 0
2

2 11

. 

Интегралы вычисляем методом подведения под знак дифференциала: 

 ∫∫ +

+
=

−

− yx

y

yd

x

xd

0
2

2

0
2

2

1

)1(

2

1

1

)1(

2

1
, 

 
y

x

yx
0

2

0

2
)1ln(12 +=− , 
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 )1ln(212
22 +=−− yx . 

Итак, искомое частное решение ДУ равно 

 2)1ln(12
22 =+−− yx . 

1.3. Однородные дифференциальные уравнения  

первого порядка. 

ДУ 1-го порядка вида 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

x

y
fy   (1.5) 

называется однородным. 

Характерной особенностью его является зависимость правой части 

уравнения только от отношения переменных у и х, т. е. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x

y
f  или ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

y

x
f . 

Однородное ДУ с помощью подстановки 

 
x

y
u =  (1.6) 

приводится к уравнению с разделяющимися переменными. Действительно, 

подставляя (1.6) и uxuy +′=′  в (1.5), получаем  

 )(ufuxu =+′  

или 

 uufx
dx

du
−= )( . 

После разделения переменных и интегрирования получаем 

 ∫ ∫=− x

dx

uuf

du

)(
. 

Пример 1.2. Решить уравнение  
xyx

yxy
y

2
2

2

−

−
=′ . 

Решение. Прежде всего, убедимся, что данное уравнение  является 

однородным, т. е. приведем его к виду (1.5). Для этого числитель и знаме-
натель дроби в правой части уравнения разделим на 2x : 
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x

y
x

y

x

y

y
21

2

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=′ . (1.7) 

Введем подстановку 
x

y
u = ; отсюда 

 uxuy +′=′ . 

Подставляя в уравнение (1.7), получаем 

 
u

uu
uxu

21

2

−
−

=+′ , 

или 

 
u

u
x

dx

du

21

2

−
= . 

После разделения переменных и интегрирования имеем 

 ∫ ∫=
−

x

dx
du

u

u
2

21
, 

 ∫ ∫ ∫=−
x

dx

u

du

u

du
2

2
, 

 Cxu
u

−=−− ||ln||ln2
1

, 

 Cxu
u

=+ ||ln
1 2

. 

С учетом 
x

y
u =  получаем общий интеграл уравнения (1.7) 

 C
x

y

y

x
=+

2

ln . 

1.4. Линейные дифференциальные уравнения 

первого порядка 

ДУ 1-го порядка вида 

 )()( xQyxPy =+′   (1.8) 

называется линейным относительно у. 
Рассмотрим методы решения уравнения (1.8).  
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Метод вариации произвольной постоянной 

Запишем однородное уравнение )0)(( =xQ  

 0)( =+′ yxPy .  (1.9) 

Это уравнение с разделяющимися переменными: 

 dxxP
y

dy
)(−= . 

Найдем его решение. 

 ∫ ∫−= dxxP
y

dy
)( , 

 Cy −=||ln , 

 ∫−= dxxP
C

y
)(ln  

или 

 
∫=

− dxxP
Cey

)(

. (1.10) 

Чтобы учесть, что в уравнении (1.8) правая часть есть функция )(xQ , 

общее решение уравнения (1.8) будем искать в виде, аналогичном (1.10), 

но с заменой С на )(xC : 

 
∫=

− dxxP
exCy

)(

)( .  (1.11) 

Неизвестную функцию )(xC  найдем из условия, что функция (1.11) 

есть решение линейного уравнения (1.8) и должно удовлетворять. Для это-

го продифференцируем (1.11) по х: 

 
∫−∫′=′

− dxxPdxxP
exPxCexCy

)()(

)()()( , 

и полученное выражение вместе с (1.11) подставим в уравнение (1.8).  

В результате имеем 

 
∫=′

dxxP
exQxC

)(

)()( . 

Интегрированием находим саму функцию )(xC  

 1

)(

)()( CdxexQxC
dxxP

+∫= ∫ . 
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Наконец, подставляя полученное выражение для )(xC  в (1.11), полу-

чим общее решение линейного уравнения (1.8): 

 ∫ ∫+∫=
− dxxPdxxP

eCdxexQy
)(

1

)(

])([ .  (1.12) 

Заметим, что формулу (1.12) не следует непосредственно использо-

вать для нахождения решения линейного уравнения, а  описанная проце-
дура выполняется всякий раз заново при решении линейных уравнений. 

Метод подстановки 

Линейное уравнение (1.8) можно решить с помощью подстановки 

 )()( xxuy υ= ,  (1.13) 

где )(xu  и )(xυ  – неизвестные функции от х, одна из которых, например, 

может быть выбрана произвольно. Подставляя (1.13) в (1.8), после преоб-

разования получаем 

 )()( xQuPu =υ′+υ+′υ .  (1.14) 

Определяя )(xυ  из условия 

 0=υ+υ′ P , 

найдем затем из (1.14) функцию )(xu , а следовательно, и решение  υ= uy  

уравнения (1.8). 

Пример 1.3. Решить уравнение: )12()1(
2 −=+′− xxyyxx , 4)2( =y . 

Решение. Имеем общее решение в виде )()( xxuy υ= ; имеем 

υ′+υ′=′ uuy . 

Подставляя выражения для у и y′  в уравнение, получаем 

 )12())(1(
2 −=υ+υ′+υ′− xxuuuxx  

или 

 )12(])1([)1(
2 −=υ+υ′−+′υ− xxuxxuxx . (1.15) 

Функцию )(xυ  находим из условия 

 0)1( =υ+υ′−xx , 

которое есть уравнение с разделяющимися переменными. Найдем его лю-

бое частное решение: 

 ∫ ∫ −
−=

υ
υ

)1(xx

dxd
, 
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1

ln||ln
−

=υ
x

x
 

и 

 
1−

=υ
x

x
. 

Подставляя его в (1.15), получаем тоже уравнение с разделяющимися 
переменными 

 12 −=′ xu , 

из которого находим функцию )(xu : 

 Cxxxu +−= 2
)( . 

Следовательно, общее решение уравнения будет 

 
1

)(
2

−
+−=υ=

x

x
Cxxuy    или   

2

1
x

x

Cx
y +

−
= . (1.16) 

Используя НУ, получаем 

 
2

2
12

2
4 +

−
=Ñ , откуда 0=C ; 

так что искомым частным решением будет 

 
2

xy = . 

Пример 1.4. Решить уравнение 

 
2

22
xxexyy −=+′ . 

Решение. Применим метод вариации произвольной постоянной. Рас-
смотрим однородное уравнение 

 02 =+′ xyy . 

Это уравнение с разделяющимися переменными 

 ∫ ∫−= xdx
y

dy
2    или   Cxy ln||ln

2 +−=  

и общее решение имеет вид 

 
2

0

xCey −= .  (1.17) 
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Общее решение неоднородного уравнения (1.16) ищем в виде, анало-

гичном (1.17), только с заменой )(xCC → : 

 
2

)(
xexCy −= .  (1.18) 

Дифференцируем эту функцию по х: 

 
22

)(2)(
xx exCxexCy −− ⋅−′=′  

и вместе с у подставляем в (1.16); получаем 

 xxC 2)( =′    и   1

2
)( CxxC += . 

Следовательно, общее решение уравнения (1.16) будет 

 
2

)( 1

2 xeCxy −+= . 

Замечание. Если ДУ является линейным относительно х, то оно име-

ет вид )()( yxy
dy

dx
Ψ=ϕ+ . 

Для его решения применяются описанные выше методы с учетом то-

го, что переменные х и у меняются ролями. Например, в методе подстанов-

ки )()( yyux υ= . 

1.5. Уравнение Бернулли 

Уравнение имеет вид 

 
nyxQyxPy )()( =+′ , (1.19) 

где 1,0≠n  (при 0=n  это уравнение является линейным, а при 1=n  –  

с разделяющимися переменными). 

С помощью замены переменной 
nyz −= 1
 уравнение Бернулли при-

водится к линейному уравнению. Уравнение Бернулли может быть проин-

тегрировано непосредственно методом вариации произвольной постоян-

ной и с помощью подстановки )()( xxuy υ= . 

Пример 1.5. Решить уравнение Бернулли 

 xyyyx ln
2=+′ . 

Решение. Разделим обе части на 2
y : 

 xyyxy ln
12 =+′ −−

. 
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Положим 
1−= yz , тогда yyz ′−=′ −2

. После подстановки последнее 
уравнение обратится в линейное уравнение 

 xzzx ln=+′− ;  (1.20) 

общее решение которого найдем, например, методом вариации постоян-

ной. Для этого решаем сначала соответствующее однородное уравнение 

 0=+′− zzx , отсюда Cxz =0 . 

Следовательно, решение неоднородного уравнения ищем в виде 
xxCz )(= . Отсюда )()( xCxxCz +′=′  и, подставляя в (1.20), получаем 

2

ln
)(

x

x
xC −=′ . Тогда C

xx

x
xC ++=

1ln
)(  и xCxz 11ln ++= . 

Поэтому общее решение исходного уравнения Бернулли равно 

 
xCxz

y
11ln

11

++
== . 

1.6. Уравнения в полных дифференциалах 

ДУ 1-го порядка вида 

 0),(),( =+ dyyxQdxyxP   (1.21) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если выполняется условие 

 
x

Q

y

P

∂
∂

=
∂
∂

,   (1.22) 

т. е. левая часть (1.21) представляет собой полный дифференциал некото-

рой функции ),( yxu . В этом случае уравнение (1.21) принимает вид 

 0),( =yxdu  

и, следовательно, его общий интеграл равен 

 cyxu =),( .  (1.23) 

Функция ),( yxu  находится по ее известному полному дифферен-

циалу (левая часть (1.21)). 

Пример 1.6. Решить уравнение 

 0)cos()]cos()[sin( 2 =++ dyxyxdxxyxyxy . 

Решение. Проверим, что данное уравнение является уравнением в 

полных дифференциалах: 
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 )sin()cos(2)sin()cos()cos( 22 xyyxxyxxyyxxyxxyx
y

P
−=−+=

∂
∂

, 

 )sin()cos(2 2 xyyxxyx
x

Q
−=

∂
∂

, 

так что 
x

Q

y

P

∂
∂

=
∂
∂

, т. е. условие (1.22) выполнено. 

Поэтому 

 dy
y

u
dx

x

u
dudyxyxdxxyxyxy

∂
∂

+
∂
∂

==++ )cos()]cos()[sin( 2  

и 

 )cos()sin( xyxyxy
x

u
+=

∂
∂

, )cos(
2

xyx
y

u
=

∂
∂

. 

Интегрируя первое соотношение, получаем 

 ∫ ϕ+=ϕ++= )()sin()()]cos()[sin(),( yxyxydxxyxyxyyxu . 

Найдем )( yϕ . Частная производная 
y

u

∂
∂

 должна равняться )cos(
2 xyx , 

что дает 

 )cos()()cos(
22 xyxyxyx =ϕ′+ , 

откуда 0)( =ϕ′ y , так что Cy =ϕ )( . Таким образом, cxyxyxu += )sin(),( . 

Поэтому общий интеграл ДУ, согласно (1.23), равен 

 .)sin( Cxyx =  

Замечание. В некоторых случаях, когда условие (1.22) не выполняет-
ся, удается подобрать функцию ),( yxμ , после умножения на которую ле-
вая часть уравнения (1.21) становится полным дифференциалом. Такая 

функция ),( yxμ  называется интегрирующим множителем. 

 Укажем частные случаи, когда можно сравнительно легко найти ин-

тегрирующий множитель: 

• если ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

x

Q

y

P

Q

1
 есть функция только х, то )(xμ=μ  находится 

из уравнения 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
μ

x

Q

y

P

Qdx

d 1ln
. 
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• если ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

y

P

x

Q

P

1
 зависит только от у, то )( yμ=μ  можно найти из 

уравнения 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
μ

y

p

x

Q

Pdy

d 1ln
. 

ГЛАВА 2  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

2.1. Основные понятия и определения 

ДУ n-го порядка имеет вид 

 0),...,,,,(
)( =′′′ n

yyyyxF     

или   (2.1) 

 ),...,,,(
)1()( −′= nn

yyyxfy ,  

если оно разрешено относительно старшей производной 
)(ny . 

Общим решением ДУ (2.1) называется функция 

 ),...,,,( 21 ncCCxy ϕ= ,   (2.2) 

содержащая n произвольных постоянных nCCC ,...,, 21 . 

Уравнение вида 0),...,,,,( 21 =Φ nCCCyx , которое определяет общее 
решение ДУ в неявном виде, называется его общим интегралом. Задача 
нахождения решения уравнения (2.1), удовлетворяющего НУ 

 00 )( yxy = , 00 )( yxy ′=′ , …, 
)1(

00

)1(
)(

−− = nn yxy , (2.3) 

называется задачей Коши для ДУ (2.1), а соответствующее решение – ча-
стным решением. В дальнейшем основное внимание мы сосредоточим на 
ДУ 2-го порядка, которые широко применяются для решения прикладных 

задач. При необходимости рассмотрение будет обобщаться и на ДУ произ-
вольного, т. е. n-го порядка. 

2.2. Дифференциальные уравнения второго порядка,  

допускающие понижение порядка 

Укажем некоторые виды ДУ, допускающих понижение порядка. 

1. )(xfy =′′   
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Общее решение получается после двукратного интегрирования 

 ∫ +ϕ==′ 11 )()( Cxdxxfy , 

 21211 )()( CxCxxCdxxy ++ϕ=+ϕ= ∫ . 

Замечание. Этот случай легко обобщить на уравнениях вида 
)(

)(
xfy

n = , для решения которых требуется n-кратное интегрирование. 
2. Уравнение не содержит искомой функции )(xy : 

 0),,( =′′′ yyxF .  (2.4) 

Тогда, полагая )(xPy =′ , получаем  

 Py ′=′′    и   0),,( =′PPxF . 

Тем самым первоначальное уравнение сводится к последовательно-

му решению двух уравнений первого порядка 

 0),,( =′PPxF  и Py =′ . 

Пример 2.1. Найти общее решение уравнения x
x

y
y =

′
+′′  и выде-

лить частное решение, удовлетворяющее начальным условиям 

 0)1( =y , 1)1( =′y . 

Решение. Пусть )(xPy =′ . Тогда Py ′=′′  и получаем ДУ первого  

порядка 

 x
x

P
P =+′ , 

которое является линейным относительно Р. Его решение будем искать  

в виде υ= uP . Поскольку υ′+υ′=′ uuP , то получаем 

 xu
x

uu =υ′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ υ

+′ .  

Полагая 0=
υ

+υ′
x

, получаем  

 
x

1
=υ ,  

а из уравнения xu =υ′  находим функцию 1

3

3
C

x
u += . 
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Следовательно, 
x

Cx
c

x

x
P 1

2

1

3

33

1
+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= . 

Учитывая Py =′ , имеем уравнение 

 
x

Cx
y 1

2

3
+=′ ,  (2.5) 

общее решение которого находится интегрированием 

 21

3

||ln
9

CxC
x

y ++= .  (2.6) 

Для отыскания частного решения в последние два соотношения под-

ставим начальные условия: 

 1
3

1
1 C+= ,  2

9

1
0 C+= ; 

отсюда 
3

2
1 =C , 

9

1
2 −=C . 

Поэтому искомое решение имеет вид 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=

3

1
||ln2

33

1
3

x
x

y . 

3. Уравнение не содержит явной зависимости от независимой пере-
менной х: 
 0),,( =′′′ yyyF . 

Как и в п. 2, данное ДУ 2-го порядка сводится к последовательному 

решению двух уравнений 1-го порядка. 

Однако здесь уже )( yPy =′  и 
dy

dP
Py =′′ . 

Пример 2.2. Решить задачу Коши для уравнения 
3

2yy =′′ , если 

1)0( =y , 1)0( =′y . 

Решение. Полагая )( yPy =′ , получаем 
dy

dP
Py

dy

dP
y =′=′′ ; поэтому 

3
2 y

dy

dP
P = , откуда 

 1

42 CyP +=    или   1

4
Cy

dx

dy
P +== . 
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Для определения 1C  воспользуемся НУ 

 1)0( =′y ,   1)0( =y . 

Тогда 

 111 C+=    и   01 =C . 

Поэтому получаем уравнение 

 
2

y
dx

dy
=    или   dx

y

dy
=

2
; 

отсюда 

 2

1
Cx

y
+=− . 

При заданных НУ 12 −=C  и искомое частное решение будет 

 
x

y
−

=
1

1
. 

2.3. Линейные дифференциальные уравнения n-го порядка 

2.3.1. Основные понятия и определения  

ДУ n-го порядка вида 

 )()()(...)()( 1

)2(

2

)1(

1

)(
xfyxPyxPyxPyxPy nn

nnn =+′++++ −
−−

 (2.7) 

называется линейным. 
Если 0)( =xf , то линейное дифференциальное уравнение (ЛДУ) 

 0)()()( 1

)1(

1

)( =+′+++ −
−

yxPyxPyxPy nn
nn …   (2.8) 

называется однородным. 
Пусть функции )(),...,( ),( 21 xyxyxy n  являются некоторыми частными 

решениями уравнения (2.8). Совокупность этих решений называется  

линейно независимой на отрезке [а, b] переменной х, если равенство 

 0...2211 =α++α+α nn yyy   (2.9) 

выполняется только при 0...21 =α==α=α n . Если (2.9) справедливо и при 

этом постоянные nααα ,...,, 21  не все равны нулю, то частные решения 

nyyy ,...,, 21  называются линейно зависимыми. 
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Определитель n-го порядка, составленный из частных решений 

nyyy ,...,, 21  и их производных до порядка )1( −n  включительно, т. е. 

 

)1()1(

2

)1(

1

21

21

...

............

...

...

)(

−−−

′′′
=

n
n

nn

n

n

yyy

yyy

yyy

xW   (2.10) 

называется определителем Вронского. 

2.3.2. Свойства решений однородного линейного  

дифференциального уравнения 

1. Если nyyy ,...,, 21  являются частными решениями однородного 

ЛДУ, то их линейная комбинация 

 nn yyyy α++α+α= ...2211 ,   (2.11) 

где nααα ,...,, 21  – постоянные, также является решением этого уравнения. 

2. Если частные решения однородного ЛДУ являются линейно зави-

симыми на некотором отрезке [а, b] переменной х, то в каждой точке этого 

отрезка 0)( =xW . 

3. Для линейно независимой совокупности частных решений одно-

родного ЛДУ 0)( ≠xW  в любой точке отрезка [а, b]. 

2.3.3. Структура общего решения однородного линейного  

дифференциального уравнения 

Теорема. Если частные решения nyyy ,..., 21  являются линейно неза-
висимыми на отрезке [а, b], то общее решение однородного ЛДУ (2.8)  

имеет вид 

 nn yCyCyCy +++= ...2211 ,  (2.12) 

где nCCC ,...,, 21  – произвольные постоянные. 

Доказательство. Функция (2.12) является решением однородного 

ЛДУ в силу свойства 1 (см. (2.11)). В произвольной точке ],[0 bàx ∈  зада-
дим НУ: 

 ,)( 00 yxy =    
)1(

00

1

00 )(,...,)(
−− =′=′ nn

yxyyxy .  (2.13) 
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Продифференцируем (2.12) )1( −n  раз и в полученные соотношения 

подставим НУ (2.13): 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+++=

′++′+′=′
+++=

−−−−
....

...

...

)1(

0

)1(

202

)1(

101

)1(

0

02021010

02021010

n
nn

nnn

nn

nn

yCyCyCy

yCyCyCy

yCyCyCy

 (2.14) 

Система (2.14) является системой линейных уравнений относительно 

неизвестных nCCC ,, 21 . Определитель этой системы есть определитель 

Вронского в точке 0x , который отличен от нуля, поскольку частные реше-
ния являются линейно независимыми, т. е. 0)( 0 ≠xW .  

Поэтому система (2.14) имеет единственное решение относительно 

nCCC ,...,, 21 . Следовательно, существует единственное частное решение 
однородного ЛДУ, удовлетворяющее заданным НУ (2.13). Так как точка 

0x  была выбрана произвольно, то из (2.12) можно получить любое частное 
решение, удовлетворяющее заданным НУ. Это и означает, что функция 

(2.12) будет общим решением однородного ЛДУ. 

2.3.4. Структура общего решения неоднородного линейного  

дифференциального уравнения 

Теорема. Общее решение неоднородного ЛДУ (2.7) есть сумма об-

щего решения соответствующего однородного уравнения (2.8) и некоторо-

го частного решения неоднородного уравнения: 

 yyy += 0 ,   (2.15) 

где 0y  – общее решение однородного уравнения (2.8), y  – некоторое част-
ное решение неоднородного уравнения (2.7). 

Доказательство. Подставим функцию (2.15) в уравнение (2.7): 

)(])(...)([])(...)([
)1(

1

)(

0

)1(

01

)(

0 xfyxPyxPyyxPyxPy n
nn

n
nn =+++++++ −−

. 

В последнем выражении первая скобка равна нулю (y0 удовлетворяет 
уравнению (2.8)), а вторая – )(xf , поскольку y  есть частное решение 
уравнения (2.7). Следовательно, функция (2.15) удовлетворяет неоднород-

ному уравнению (2.7), т. е. является его решением. Это решение будет  
общим, так как 0y  содержит n произвольных постоянных nCCC ,..., 21 . 

 В настоящее время не существует методов аналитического решения 

ЛДУ (2.7) и (2.8) в общем случае, когда коэффициентами являются функ-

ции )(),...,(1 xPxP n . Поэтому в следующей главе мы рассмотрим важный 

частный случай – ЛДУ с постоянными коэффициентами. 
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ГЛАВА 3  

ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

В данной главе мы рассмотрим ЛДУ, коэффициенты которых яв-

ляются постоянными. Такие уравнения находят широкое применение в 

различных приложениях. 

3.1. Однородные линейные дифференциальные  

уравнения второго порядка с постоянными  

коэффициентами 

Рассмотрим ЛДУ 2-го порядка 

 0=+′+′′ qyypy , (3.1) 

где qp,  – действительные постоянные. 
Согласно (2.12) общее решение уравнения (3.1) запишем как 

 22110 ycycy += . (3.2) 

Частные решения 1y  и 2y  будем находить в виде функций xey λ= , 

которые удовлетворяют уравнению (3.1) при условии, что 

 0
2 =+λ+λ qp .  (3.3) 

Равенство (3.3) называется характеристическим уравнением. При 

его решении возможны следующие случаи: 

1) 21 λ≠λ  – действительные числа. 
Тогда частные решения 

x
ey 1

1

λ=  и 
x

ey 2

2

λ=  являются линейно независи-

мыми, так как 

 0)()(
)(

12

2121

21 21

21

21

≠λ−λ=
λλ

=
′′

= λ+λ
λλ

λλ
x

xx

xx

e
ee

ee
yy

yy
xW , 

и общее решение имеет вид 

 
xx

eCeCy 21

210

λλ += ;  (3.4) 

2) k=λ=λ 21 . 

В этом случае линейно независимые частные решения запишем как 
kx

ey =1  и 
kx

exy )(2 ϕ= . Очевидно, что для нашей цели достаточно считать 

xx =ϕ )( . Функция )(xϕ  подбирается так, чтобы функция 2y  удовлетворя-

ла уравнению (3.1). Легко убедиться, что функция )(xϕ  должна быть ли-

нейной функцией вида baxx +=ϕ )( . 
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Поэтому общее решение уравнения (3.1) принимает вид 

 
kx

exCCy )( 210 += ; (3.5) 

3) β±α=λ i2,1  – комплексные числа. 

Совокупность частных решений 
xiey )(

1

β+α=  и 
xiey )(

2

β−α=  удовле-
творяют условию линейной независимости. Однако рассмотрим возмож-

ность получить общее решение с помощью действительных функций. Для 

этого решения 
xi

ey
)(

2,1

β±α=  представим в виде 

 )()(2,1 xixuy υ±= ,  (3.6) 

где  xexu x β= α
cos)(  и xex x β=υ α

sin)(  есть действительная и мнимая части 

комплексных функций 2,1y . Непосредственной подстановкой (3.6)  

в (3.1) легко убедиться, что )(xu  и )(xυ  тоже являются частными реше-
ниями уравнения (3.1), причем линейно независимыми. Следовательно, их 

можно использовать для получения общего решения: 

 )sincos( 210 xCxCey x β+β= α
.  (3.7) 

На основании вышеизложенного представим схему решения одно-

родного ЛДУ (3.1), которую удобно представить в виде табл. 3.1. 

Таблица 3.1 

Однородное ЛДУ 0=+′+′′ qyypy  

Характеристическое 
уравнение 

0
2 =+λ+λ qp  

Корни характеристиче-
ского уравнения 

1. 21 λ≠λ  – действительные 
2. k=λ=λ 21  

3. β±λ=λ i2,1  – комплексные 

Общее решение  
однородного ЛДУ 

1. 
xx

eCeCy 21

210

λλ +=  

2. 
kx

exCCy )( 210 +=  

3. )sincos( 210 xCxCey
x β+β= α

 

 
Пример 3.1. Найти общее решение уравнения 

 0134 =+′−′′ yyy . 

Решение. Запишем характеристическое уравнение  

 0134
2 =+λ−λ .  
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Так как его дискриминант имеет отрицательное значение, то корни 

комплексные и равны i322,1 ±=λ . Поэтому общее решение исходного 

уравнения есть 

 )3sin3cos( 21

2

0 xCxCey
x += . 

Пример 3.2. Решить задачу Коши для ДУ 02 =−′−′′ yyy , если 

2)0( =y , 5)0( −=′y . 

Решение. Характеристическое уравнение 

 02
2 =−λ−λ  

имеет корни 21 =λ  и 12 −=λ . 

Согласно табл. 3.1 общее решение уравнения равно 

 
xx

eCeCy
−+= 2

2

10 . 

Дифференцируя это решение, получаем  

 
xx eCeCy −−=′ 2

2

10 2 . 

Подставляем в 0y  и 0y′  начальные условия 

 
⎩
⎨
⎧

−=−
+=

.25

2

21

21

CC

CC
 

Откуда 11 =C  и 32 =C . 

Следовательно, xx eey 2
0 3 −= −  есть искомое частное решение. 

3.2. Неоднородные линейные дифференциальные  

уравнения второго порядка с постоянными  

коэффициентами 

Рассмотрим методы решения неоднородных ЛДУ 2-го порядка с по-

стоянными коэффициентами 

 )(xfqyyPy =+′+′′ . (3.8) 

3.2.1. Метод вариации произвольных постоянных  

Рассматриваемый метод предполагает нахождение сначала общего 

решения соответствующего однородного уравнения (см. параграф 3.1) 

 22110 yCyCy += .   (3.9) 
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Общее решение неоднородного уравнения (3.8) будем искать в виде, 
аналогичном (3.9), но 1C  и 2C  полагаем зависящими от х из-за наличия от-
личной от нуля правой части )(xf , т. е. 

 2211 )()( yxCyxCy += .   (3.10) 

Неизвестные пока функции )(1 xC  и )(2 xC  определим из условия, 

что (3.10) должно быть решением неоднородного уравнения (3.8), а значит 
удовлетворять ему. 

Дифференцируя (3.10), получаем 

 22112211 )()()()( yxCyxCyxCyxCy ′+′+′+′=′ .   (3.11) 

Так как для определения )(1 xC  и )(2 xC  необходимы два соотноше-
ния, то одно из них можно задать произвольно, например, 

 0)()( 2211 =′+′ yxCyxC .   (3.12) 

Тогда (3.11) принимает вид 

 2211 )()( yxCyxCy ′+′=′ ;  

откуда 

 22221111 )()()()( yxCyxCyxCyxCy ′′+′′+′′+′′=′′ . 

Подставляя (3.10), y′  и y ′′  в уравнение (3.8), получаем, что послед-

нее обращается в тождество, если 

 )()()( 2211 xfyxCyxC =′′+′′ .  (3.13) 

Итак, система уравнений (3.12), (3.13) позволяет однозначно опреде-
лить )(1 xC ′  и )(2 xC ′ , поскольку ее определитель есть определитель Врон-

ского, отличный от нуля в силу линейной независимости 1y  и 2y . Сами 

функции )(1 xC , )(2 xC  находятся последующим интегрированием, и под-

становка их в (3.10) дает общее решение неоднородного ЛДУ (3.8). Таким 

образом, схема решения неоднородного ЛДУ методом вариации выглядит 
следующим образом: 

• найти общее решение соответствующего однородного уравне-

ния (3.9) 

 22110 yÑyÑy += ;  

• записать общее решение неоднородного ЛДУ в виде 

 2211 )()( yxCyxCy += ; 
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• составить систему уравнений 

 
⎩
⎨
⎧

=′′+′′
=′+′

)()()(

,0)()(

2211

2211

xfyxCyxC

yxCyxC
   (3.14) 

и решить ее относительно )(1 xC ′ , )(2 xC ′ ; 

• путем интегрирования найти )(1 xC , )(2 xC : 

 11 )()( CxxC +ϕ= , 22 )()( CxxC +Ψ=  

и, подставив их в (3.10), записать искомое решение неоднородного ЛДУ  

в виде (см. параграф 2.3.4) 

 ��� 
��� 	��
�	�
yy

yxyxyCyCy 212211 )()(

0

Ψ+ϕ++= . 

Пример 3.3. Решить уравнение 

 
x

yy
cos

1
=+′′ . 

Решение. Общее решение однородного уравнения 0=+′′ yy  равно 

 xÑxÑy sincos 210 += , 

так как корни характеристического уравнения i±=λ 2,1  являются ком-

плексными (см. табл. 3.1 и параграф 3.1). Поэтому общее решение неодно-

родного  уравнения будем искать в виде 

 xxCxxCy sin)()cos()( 21 += .    

Так как xy cos1 = , xy sin2 =  и соответственно xy sin1 −=′ , 

xy cos2 =′ , получаем систему уравнений (см.(3.14)): 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′+′−

=′+′

.
cos

1
cos)(sin)(

0sin)(cos)(

21

21

x
xxCxxC

xxCxxC
 

Решение ее найдем по формулам Крамера 

 
Δ
Δ

=′ 1
1 )(xC , 

Δ
Δ

=′ 1
2 )(xC , 

где 1
cossin

sincos
=

−
=Δ

xx

xx
, xx

x

x
tg

cos
cos

1
sin0

1 −==Δ , 1

cos

1
sin

0cos
=−=Δ

x
x

x
. 
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Поэтому xxC tg)(1 −=′ , 1)(2 =′ xC  и, интегрируя их, получаем 

 ∫ +=−= 11 |cos|lntg)( CxxdxxC , 

 22 )( CxxC += . 

Согласно (3.15) искомое решение есть 

 xxxxxCxCy sin|cos|lncossincos 21 +++= . 

3.2.2. Специальная правая часть 
Если правая часть )(xf  уравнения (3.8) имеет специальный вид, то 

его общее решение можно искать сразу по формуле (2.15): 

yyy += 0 . 

Общее решение однородного уравнения 0y  находится в соответст-
вии с табл. 3.1 параграфа 3.1. 

Частное решение y  неоднородного уравнения определяется в зави-

симости от вида функции )(xf  по следующим правилам. 

I. 
ax

n exPxf )()( = ,    (3.16) 

где )(xPn  – многочлен степени n. 

1. Если а не является корнем характеристического уравнения, то 

 
ax

n exQy )(= ,  (3.17) 

где )(xQn  – многочлен такой же степени, как и )(xPn , но с неопределен-

ными коэффициентами. 
2. Если а является корнем характеристического уравнения крат-

ности l, то 

 ax
n

l exQxy )(= .  (3.18) 

II. ]sin)(cos)([)( xxQxxPexf mn
x β+β= α

. (3.19) 

1. Если )( β±α i  не являются корнями характеристического уравне-
ния, то 

 ]sin)(cos)([ xxNxxMey ss
x β+β= α

,  (3.20) 

где )(xM s , )(xN s −многочлены степени ),max( nms =  с неопределенными 

коэффициентами. 
2. Если )( βα i±  являются корнями характеристического уравнения 

кратности μ, то 

 ]sin)(cos)([ xxNxxMexy ss
x β+β= αμ

.  (3.21) 
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Неопределенные коэффициенты в )(xQn , )(xM s , )(xN s  находятся из 
условия, чтобы функция y  удовлетворяла уравнению (3.8). 

Принцип суперпозиции решений 

Если правая часть )(xf  неоднородного ЛДУ представляется как 

∑
=

=
k

i
i xfxf

1

)()( , а функции )(xf i  имеют вид (3.16) и/или (3.19), то частное 

решение y  этого уравнения равно 

 ∑
=

=
k

i
iyy

1

, 

где 1y  соответствует )(),...,(1 xfyxf kk − . 

Пример 3.4. Найти общее решение уравнения 

 
x

exyy
2

4=′+′′ . 

Решение. Искомое решение будем искать в виде yyy += 0 . 

Характеристическое уравнение 0
2 =λ+λ  имеет корни 01 =λ , 12 −=λ . 

Значит общее решение 0y  соответствующего однородного уравнения 

будет 

 
x

eCCy
−+= 210 . 

Правая часть уравнения xexxf 24)( =  относится к типу I (см. (3.16)), 

причем 24)( xxPn = , 1=a . Так как 1=a  не является корнем характеристи-

ческого уравнения, то частное решение неоднородного уравнения ищем в 
виде (см. правило I п. 1, формула (3.17)) 

 
x

eCBxAxy )(
2 ++= . 

Подставляя его в исходное уравнение и сокращая обе части уравне-
ния на xe , будем иметь 

 
22

4232)26(2 xcBAxBAAx =+++++ . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и 
правой частях равенства, получаем систему уравнений для нахождения ко-
эффициентов A, B, С: 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+

=

,0232

,026

,42

CBA

BA

A
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решая которую, находим 2=A , 6−=B , 7=C , так что 

 xexxy )762( 2 +−= . 

Общее решение исходного уравнения 

 xx exxeCCy )762( 2
21 +−++= − . 

Пример 3.5. Найти общее решение уравнения  

 xeyyy
x

2cos52
−=+′+′′ . 

Решение. Искомое решение ищем в виде yyy += 0 . Харак-

теристическое уравнение 052
2 =+λ+λ  имеет корни i212,1 ±−=λ , так что 

 )2sin2cos( 210 xCxCey
x += −

. 

Функция  xexf
x

2cos)(
−=  относится к типу II (3.19), где 1)( =xPn , 

0)( =xQm , 1−=α , 2=β . 

Так как числа ii 21±−=β±α  являются корнями характеристическо-

го уравнения кратности 1=μ  (правило II, п. 2), то, согласно (3.21), y  надо 

искать в виде 

 )2sin2cos( xBxAxey x += −
. 

Тогда  

]2sin)2(2cos)2[( xAxBxBxBxAxAey x −−++−=′ −
, 

 )]2sin)4432(2cos)4432[( xAxABxBxBxBAxAey
x +−−−+−+−=′′ −

. 

Подставляя выражения для y  и ее производных в исходное уравне-
ние и сокращая на xe− , будем иметь 

 xxBxA 2cos2cos42sin4 =+− ; 

откуда 0=A , 4/1=B , и, следовательно, 

 xey x 2sin
4

1 −= . 

Общее решение исходного уравнения будет  

 xexxcxcey
xx

2sin
4

1
)2sin

4

1
)2sin2cos(

4

1
21

−− +++= . 
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3.3. Линейные дифференциальные уравнения  

n-го порядка с постоянными коэффициентами 

3.3.1. Однородные линейные дифференциальные уравнения 

Рассмотрим ДУ 

 0...
)1(

1

)( =+++ −
yayay n

nn
,  (3.22) 

где naa ,...,1  – действительные числа. 
Общее решение имеет вид (гл. 2, параграф 2.3.3) 

 nn yCyCyCy +++= ...22110 . 

Набор линейно независимых частных решений  nyyy ,...,, 21  форми-

руется в соответствии с решениями характеристического уравнения 

 0...
1

1 =++λ+λ −
n

nn aa  

по следующим правилам: 

• каждому действительному корню λ кратности s соответствуют ча-
стные решения 

 
x

e
λ

, 
x

xe
λ

, …, 
xs

ex
λ−1

; 

• каждой паре комплексно сопряженных корней β±α i  кратности μ 

сопоставляются частные решения 

xe x βα
cos , xe x βα

sin ; xxe x βα
cos , xxe x βα

sin ; …; xex x βα−μ
cos

1
, 

xex
x βα−μ

sin
1

. 

Пример 3.6. Найти общее решение уравнения 

 02422
IIIIVV =−′+′′−+− yyyyyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

 02422
2345 =−λ+λ−λ+λ−λ  

и преобразуем его к виду 

 0)1)(2(
22 =+λ−λ . 

Корни этого уравнения: )1(   21 ==λ s ,  

 )2(   5,4;3,2 =μ±=λ i . 

Набор линейно независимых частных решений исходного уравнения 
есть 

 
xey 2

1 = , xy cos2 = , xy sin3 = , xxy cos4 = , xxy sin5 = . 
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Следовательно, общее решение однородного уравнения равно 

 xxCxxCxCxCeCy
x

sincossincos 5432

2

10 ++++= . 

3.3.2. Неоднородные линейные диффренциальные уравнения 

Эти уравнения имеют вид 

 )(...
)1(

1

)( xfyayay n
nn =+++ −

.  (3.23) 

Для их решения применяются методы вариации произвольных по-

стоянных и специальной правой части (см. параграф 3.2). Однако в случае 
проявления (3.23) соответствующее ему однородное уравнение будет уже 
n-го порядка (см. параграф 3.3.1). В методе вариации функций )(1 xC , 

)(2 xC , …, )(xCn  находятся из системы уравнений: 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=′++′+′

=′′++′′+′′
=′++′+′

−−−
).()(...)()(

...

0)(...)()(

0)(...)()(

)1()1(

22

)1(

11

2211

2211

xfyxCyxcCyxC

yxCyxCyxC

yxCyxCyxC

n
nn

nn

nn

nn

 

В случае, когда )(xf  в уравнении (3.23) имеет специальный вид, ча-
стное решение y  неоднородного уравнения находится в соответствии со 

схемой параграфа 3.2.2 (см. (3.16)–(3.21)). 

ГЛАВА 4  

СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

4.1. Основные понятия 

Системой ДУ называется совокупность ДУ, каждое из которых со-

держит независимую переменную, искомые функции и их производные. 
Система ДУ первого порядка вида 

 

( )

( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

,,,,,

...

,,,,,

,,,,,

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

…

…

…

 (4.1) 
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где x  – независимая переменная; nyyy ,,, 21 …  – независимые функции от x , 

называется нормальной системой n-го порядка. 
Общим решением системы (4.1) является совокупность функций 

 

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ϕ=

ϕ=

,,,,,

...

,,,,,

21

2111

nnn

n

CCCx

CCCxy

…

…
  (4.2) 

в которой nCCC ,...,, 21  – производные постоянные. 
Для решения задачи Коши, т. е. нахождения частного решения  

из (4.2), необходимо задать начальные условия: 

 ( ) 1001 yxy = , ( ) 2002 yxy = , … , ( ) 00 nn yxy = .  (4.3) 

4.2. Решение нормальных систем  

дифференциальных уравнений 

Общим методом решения нормальной системы (4.1) является метод 
исключения. Суть его состоит в том, что с помощью преобразований нор-

мальная система из n уравнений сводится к одному ДУ n-го порядка. Рас-
смотрим более подробно схему данного метода. 

Одно из уравнений системы (4.1), например первое, продифференци-

руем по x  

 
dx

dy

y

f

dx

dy

y

f

x

f

dx

yd n

n∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= 11

1

11

2

1

2

...  

и производные 
dx

dy

dx

dy n,...1  заменяем правыми частями уравнений системы, 

т. е. nff ,...,1 . Тогда будем иметь 

 ( )nyyyxF
dx

yd
,...,,, 2112

1

2

= . 

Повторяем эту процедуру пока не получим производную 
n

n

dx

yd 1 .  

В результате имеем следующую систему: 
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( )

( )

( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

=

−−

−

.,,,

,,,,

,,,,

,,,,

1
1

111

1

1

112

1

2

11
1

nnn

n

nnn

n

n

n

yyxF
dx

yd

yyxF
dx

yd

yyxF
dx

yd

yyxf
dx

dy

…

…

…

…

…

 (4.4) 

Из первых (n – 1) уравнений этой системы можем определить 

nyy ,,2 …  как функции 
( )1

111 ,,,
−′ n

yyyx … : 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ψ=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ψ=

−

−

−

−

.,,,,

...

,,,,,

1

1

1

1
1

1

1

1

1
12

n

n

nn

n

n

dx

yd

dx

dy
yxy

dx

yd

dx

dy
yxy

…

…

  (4.5) 

Если (4.5) подставить в последнее уравнение системы (4.4), то полу-
чим ДУ n-го порядка относительно неизвестной функции 1y : 

 .,,,,
1

1

1

1
1

1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Φ= −

−

n

n

n

n

dx

yd

dx

dy
yx

dx

yd …  (4.6) 

Решая его, находим функцию ( )nCCxy ,,, 11 …ϕ= , а остальные неиз-
вестные функции nyy ,,2 …  – из системы (4.5). 

Пример 4.1. Найти частное решение системы уравнений 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−−=

++=

,234

,

xzy
dx

dz

xzy
dx

dy

  

если ( ) 10 =y  и ( ) 00 =z . 

Решение. Первое уравнение дифференцируем по х 

 1
2

2

++=
dx

dz

dx

dy

dx

yd
. 
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Вместо 
dx

dz
 подставим правую часть второго уравнения; тогда имеем 

 1234
2

2

++−−= xzy
dx

dy

dx

yd
. 

Так как из первого уравнения системы 

 xy
dx

dy
z −−= ,  (4.7) 

то окончательно получаем уравнение 

 152
2

2

+=++ xy
dx

dy

dx

yd
, (4.8) 

которое является неоднородным ДУ 2-го порядка с постоянными коэффи-

циентами со специальной правой частью. Его общее решение будем  

искать в виде 
 yyy += 0 . 

Характеристическое уравнение 12
2 +λ+λ  имеет корни 12,1 −=λ ;  

поэтому 

 ( ) xexCCy −+= 210 . 

Так как ( ) 15 += xxf  относится к типу I (см. (3.16)), где ( ) 15 += xxPn  

и 0=a  не является корнем характеристического уравнения, то 

 BAxy += . 

Подставляя BAxy += , A
dx

yd
=  и 0

2

2

=
dx

yd
 в уравнении (4.8), нахо-

дим, что 5=A  и 9−=B . Итак, ( ) 9521 −++= −
xexCCy

x
. 

Функцию z  находим из соотношения (4.7): 

 ( )[ ] ( )732221 12 −−−−= − xeCCxz x
. 

В общие решения для y  и z  подставим начальные условия: при 

0=x , 1=y и 0=z   

 
⎩
⎨
⎧

+−=
−=

,1420

,91

12

1

CC

C
 

откуда 101 =C  и 62 =C . 
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Искомое частное решение системы есть 

 ( ) 95352 −++= −
xexy

x
, 

 ( )[ ]73762 −++−= −
xexz

x
. 

4.3 Однородные нормальные системы  

с постоянными коэффициентами 

Если нормальная система (4.1) имеет вид 

 ( )∑
=

=
n

k
kik

i xya
dx

dy

1

, ni ,,2,1 …= , 

где коэффициенты ika  постоянные, а ( )xyk  – искомые функции, то она на-
зывается однородной с постоянными коэффициентами. 

Такие системы можно решать, помимо метода исключения, также 
методом Эйлера.  

Рассмотрим этот метод в применении к системе двух ДУ: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.

,

dzcy
dx

dz

bzay
dx

dy

  (4.9) 

Частные решения системы (4.9) ищем в виде 

 
xey λα= , 

x
ez
λβ= ; λβα ,,  – постоянные.  (4.10) 

Подставляя (4.10) в (4.9) и сокращая на x
e
λ

, получаем систему урав-

нений для определения α  и β : 

 
( )

( )⎩
⎨
⎧

=βλ−+α
=β+αλ−

.0

0

dc

ba
 (4.11) 

Система (4.11) имеет ненулевое решение, когда её определитель ра-
вен нулю: 

 0=
λ−

λ−
dc

ba
  (4.12) 

Уравнение (4.12) называется характеристическим. 
1. Пусть корни 1λ  и 2λ  характеристического уравнения – действи-

тельные и различные. Подставив в (4.11) вместо λ  число 1λ  и решив сис-
тему (4.11), получим 1α  и 1β . Затем положим в (4.11) 2λ=λ  и получим 
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значения 2α  и 2β . Соответственно двум наборам чисел α  и β  получим ча-
стные решения 

 
x

ey 1

11

λα= ,  
x

ez 1

11

λβ= ; 

 
x

ey 2

22

λα= , 
x

ez 2

22

λβ= . 

Общее решение системы записываем в виде: 

 
xx

eCeCy 21

2211

λλ α+α= , 

 
xx

eCeCz 21

2211

λλ β+β= , 

где 21,CC  – произвольные постоянные. 
Пример 4.2. Решить систему 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.3

,22

zy
dx

dz

xy
dx

dy

 

Решение. Составляем характеристическое уравнение: 

 0
31

22
=

λ−
λ−

   или   045
2 =+λ−λ . 

Корни его – 41 =λ  и 12 =λ . В (4.11) подставляем 41 =λ : 

 
⎩
⎨
⎧

=β−α
=β+α−

,0

,022

11

11
 

откуда 11 β=α  и полагаем 111 =β=α . 

Выписываем частные решения 

 
xey 4

1 = , 
xez 4

1 = . 

Аналогично для 12 =λ  находим 

 22 2βα −=  или, полагая 12 −=β , 22 =α . 

Тогда 

 xey 22 = , xez −=2 . 

Следовательно, общее решение 

 xeCeCy x 1

2

4

1 2+= , xx eCeCz 2
4

1 −= . 
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2. Рассмотрим теперь случай, когда корни характеристического 

уравнения комплексные. 

Пример 4.3. Решить систему 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

.2

,5

zy
dx

dz

zy
dx

dy

 

Решение. Характеристическое уравнение 

 0
12

51
=

λ−−
−λ−

 

имеет корни i31 =λ , i32 −=λ . Выпишем систему для определения α  и β : 

 
( )

( )⎩
⎨
⎧

=βλ+−α
=β−αλ−

.012

,051
 

Подставляя i31 =λ  в эту систему, получаем два уравнения для опре-
деления 1α  и 1β : 

 ( ) ,0531 11 =β−α− i  ( ) 0312 11 =β+−α i , 

из которых одно является следствием другого (в силу того, что определи-

тель системы равен нулю). Возьмём 51 =α , тогда i311 −=β , и запишем ча-
стное решение так: 

 ixey 3
1 5= , ( ) ixeiz 3

1 31−= . (4.13) 

Находить второе частное решение нет необходимости, так как можно 

написать общее решение системы, пользуясь формулами 

 1211 ImRe yCyCy += , 2211 ImRe zCzCz += , 

где символы Re и Im обозначают соответственно действительную и мни-

мую части комплексных функций 1y  и 1z . 

Пользуясь известной формулой Эйлера  

 ϕ±ϕ=ϕ±
sincos ie i

,  

из (4.13) получаем 

 ( )xixy 3sin3cos51 += , 

 ( )xxixxz 3cos33sin3sin33cos1 −++= , 
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откуда 

 xy 3cos5Re 1 = , xy 3sin5Im 1 = , xxz 3sin33cosRe 1 += ,  

 xxz 3cos33sinIm 1 −= . 

Общее решение есть 

 xCxCy 3sin53cos5 21 += , 

 ( ) ( )xxCxxCz 3cos33sin3sin33cos 21 −++= . 

3. Случай кратных корней. 

Пример 4.4. Решить систему 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

+=

.4

,2

yz
dx

dz

zy
dx

dy

 

Решение. Характеристическое уравнение 

 0
41

12
=

λ−−
λ−

 или 096
2 =+λ−λ  

имеет корни 321 =λ=λ . 

В этом случае решение следует искать в виде 

 ( ) xexy 3

11 β+α= , ( ) xexz 3

22 β+α= .  (4.13) 

Подставляя (4.13) в первое уравнение системы получаем 

 ( ) ( ) ( )xxx 2211111 23 β+α+β+α=β+β+α . 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x  в левой и 

правой частях равенства, получаем 

 
⎩
⎨
⎧

β+β=β
α+α=β+α

,23

,23

211

2111
 

откуда  

 112 β+α=α , 12 β=β . 

Величины 1α  и 1β  остаются произвольными. Обозначая их соответ-
ственно через 1C  и 2C , получаем общее решение системы: 

 ( ) xexCCy 3
21 += , ( ) xexCCCz 3

221 ++= . 
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ГЛАВА 5  

ОПЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ И ИХ СИСТЕМ 

5.1. Общие сведения о преобразовании Лапласа 

Функцией – оригиналом – называется функция )(tf  действительно-

го переменного t, удовлетворяющая следующим условиям: 

1) 0)( =tf , если 0<t ; 

2) )(tf  кусочно-непрерывная функция в области 0≥t ; 

3) 
t

Metf
α≤)( , где 0>M , 0≥α . 

Изображением оригинала )(tf  называется функция )( pF  ком-

плексного переменного β+α= ip , определяемая равенством 

 ∫
∞

−=
0

)()( dtetfpF
pt

 (5.1) 

при α>pRe . 

Указанное выше условие 3 обеспечивает существование интег-
рала (5.1). 

Преобразование (5.1), сопоставляющее оригиналу )(tf  его изобра-
жение )( pF , называется преобразованием Лапласа. При этом пишут 

)()( pFtf = . 

Приведём ниже свойства преобразования Лапласа.  

В дальнейшем считаем, что  

 )()( pFtf = , )()( pGtg = . 

1. Свойство линейности. Для любых постоянных a  и b  

 )()()()( pbGpaFtbgtaf +=+ . 

2. Теорема подобия. Для любой постоянной 0>a   

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

a

p
F

a
atf

1
)( . 

3. Теорема смещения. Для любого числа λ  

 )()( λ−=λ pFtfe t
. 

4. Теорема запаздывания. Для любого числа 0>τ  

 )()( pFetf pτ−=τ− . 
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5. Дифференцирование оригинала 

 
( ) ( )

)0()0()0()()(
121 −−− −−′−−= nnnnn

ffpfppFptf … . 

6. Интегрирование оригинала 

 ∫ =
t

p

pF
dttf

0

)(
)( . 

7. Дифференцирование изображения 

 
( )

)()1()( tftpF nnn −= . 

8. Интегрирование изображения 

 
t

tf
dppF

p

)(
)(∫

∞

= . 

9. Теорема умножения изображений 

 ∫ ττ−τ=
t

dtgfpGpF
0

)()()()( . 

5.2 Решение задачи Коши для линейных  

дифференциальных уравнений с постоянными  

коэффициентами 

Для удобства рассмотрим ЛДУ второго порядка с постоянными ко-

эффициентами 

 )()()()( 21 tftxatxatx =+′+′′ , (5.2) 

удовлетворяющее начальным условиям 

 0)0( xx = , 1)0( xx =′ . (5.3) 

Будем считать, что функция )(tf  и решение )(tx  вместе с его произ-
водными до второго порядка включительно являются оригиналами и 

)()( pXtx = , )()( pFtf = . 

Операторный метод решения ЛДУ предполагает следующие обяза-
тельные этапы: 

• переход от исходного ДУ к операторному уравнению, т. е. от ори-

гиналов к их изображениям, с помощью свойств преобразования Лапласа и 

таблицы соответствий между оригиналами и изображениями (табл. 5.1); 

• нахождение решения )( pX  в изображениях из операторного урав-

нения; 
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• нахождение по изображению )( pX  его оригинала )(tx , который и 

будет искомым частным решением ДУ. 

Применительно к уравнению (5.2) описанный метод реализуется так. 

По свойству дифференцирования оригинала имеем 

 0)()( xppXtx −=′ , )0()0()()( 2 xpxpXptx ′−−=′′  

или с учётом (5.3) 

 )0()()( xppXtx −=′ , 10
2 )()( xpxpXptx −−=′′ . 

Подставляя эти соотношения, а также )()( pXtx =  и )()( pFtf =   

в (5.2), получаем операторное уравнение 

 11021
2 )()()()( xapxpFpXapap +++=++ . (5.4) 

Решая уравнение (5.4), найдём решение в изображениях 

 
21

2

110 )()(
)(

apap

xapxpF
pX

++
+++

= . (5.5) 

Находя оригинал для )( pX , получаем решение )(tx  уравнения (5.2), 

удовлетворяющее начальным условиям (5.3). 

Аналогично можно решить любое уравнение n-го порядка с постоян-

ными коэффициентами и с начальными условиями при 0=t . 

Таблица 5.1 

Оригиналы и их изображения 

№ п/п Оригинал Изображение 

1 )(1 t  
p

1
 

2 t  2

1

p
 

3 n
t  1

!
+np

n
 

4 ate  
ap −

1
 

5 atn
et  1

)(

!
+− n

ap

n
 

6 tωsin  22 ω+
ω

p
 

7 cosωt 22 ω+p

p
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Окончание табл. 5.1 

№ п/п Оригинал Изображение 

8 tωsh  22 ω−
ω

p
 

9 tωch  22 ω−p

p
 

10 te
at ωsin  22

)( ω+−
ω

ap
 

11 te
at ωcos  22

)( ω+−
−

ap

ap
 

12 teat ωsh  22
)( ω−−
ω

ap
 

13 te
at ωch  22

)( ω−−
−

ap

ap
 

14 tt ωsin  222
)(

2

ω+
ω

p

p
 

15 tt ωcos  222

22

)( ω+
ω−

p

p
 

16 tt ωsh  222
)(

2

ω−
ω

p

p
 

17 tt ωch  222

22

)( ω−
ω+

p

p
 

 

Преимущество операционного метода решения задачи Коши перед 

классическими методами состоит в том, что, во-первых, операторное урав-

нение является линейным алгебраическим уравнением относительно )( pX  

и, следовательно, в математическом отношении более простым, чем ис-
ходное ДУ; во-вторых, операционным методом сразу находится частное 
решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям, и не надо ис-
кать общее решение ДУ. 

Операционным методом можно найти и общее решение уравне-

ния (5.2). Для чего в начальных условиях (5.3) нужно положить  

 10 Cx = , 21 Cx = . 

Тогда оригинал, соответствующий изображению (5.5), будет содер-

жать произвольные постоянные 1C  и 2C , что является признаком общего 

решения ДУ. 

Последний этап решения ДУ операционным методом, т. е. нахожде-
ние оригинала )(tx  по его изображению )( pX , является обычно самым 

трудным. При нахождении оригинала по его изображению широко поль-
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зуются таблицей соответствия между оригиналами и их изображениями 

(табл. 5.1) и свойствами преобразования Лапласа. Кроме этого, для нахож-

дения оригинала )(tx  по известному изображению )( pX , когда 

)(

)(
)(

pB

pA
pX =  есть правильная рациональная дробь, применяют следующие 

приёмы: 

• эту дробь разлагают на сумму простейших дробей и находят для 

каждой из них оригинал, пользуясь свойствами преобразования Лапласа и 

табл. 5.1; 

• находят полюсы kp  ),,2,1( mk …=  этой дроби и их кратности kλ . 

Тогда оригиналом для )( pX  будет функция 

 }{∑ −
−

=
= → −

−m

k

pt
k

pp
k

epppX
dp

d
tx k

k

k

k1

))((lim
)!1(

1
)(

1

1
λ

λ

λ

λ
, (5.6) 

где сумма берётся по всем полюсам функции )( pX . 

В случае, если все полюсы kp  функции )( pX  простые, т. е. 1=kλ  

),,2,1( mk …= , последняя формула упрощается и принимает вид 

 ∑
′

=
=

m

k

tp

k

k ke
pB

pA
tx

1 )(

)(
)( . (5.7) 

Пример 5.1. Найти решение уравнения texxx 3996 =+′+′′  при на-
чальных условиях 0)0()0( =′= xx . 

Решение. Пусть )()( pXtx = . В силу свойства 5, 
3

13

−
=

p
e t  и с учё-

том начальных условий получаем операторное уравнение 

 
3

9
)()96( 2

−
=++

p
pXpp ; 

откуда 

 
2)3)(3(

9
)(

+−
=

pp
pX . 

Теперь по полученному изображению найдём оригинал )(tx . 

Первый способ. Разложим правильную рациональную дробь на про-

стейшие: 

 
22 )3(33)3)(3(

9

+
+

+
+

−
=

+− p

C

p

B

p

A

pp
. 
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Для определения неизвестных коэффициентов A , B  и C  получаем 

тождество 

 )3()3)(3()3(9 2 −++−++≡ pCppBpA , 

откуда 

 
4

1
=A , 

4

1
−=B , 

2

3
−=C . 

Тогда 

 
2)3(

1

2

3

3

1

4

1

3

1

4

1
)(

+
−

+
−

−
=

ppp
pX  

и по табл. 5.1 имеем 

 [ ]ttttt eteteeetx 33333 )16(
4

1

2

3

4

1

4

1
)( −−− +−=−−= . 

Второй способ. Для функции 
2)3)(3(

9
)(

+−
=

pp
pX  3=p  – простой 

полюс, а 3−=p  – полюс второго порядка. По формуле (5.6) имеем 

=
⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

+
+−⎩

⎨
⎧

+
⎭
⎬
⎫

−
+−

=
→→

pt

p

pt

p
ep

ppdp

d
ep

pp
tx 2

2323
)3(

)3)(3(

9
lim)3(

)3)(3(

9
lim)(

ttpt

p

t etee
p

t

p
e 33

23

3 )16(
4

1

4

1

3)3(

1
lim9

4

1 −

−→
+−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−

−+= . 

Искомое решение будет равно 

 [ ]tt etetx 33 )16(
4

1
)( −+−= . 

5.3 Операционный метод решения систем  

линейных дифференциальных уравнений  

с постоянными коэффициентами 

Системы ЛДУ с постоянными коэффициентами операционным ме-
тодом решаются так же, как и одно уравнение. Отличие лишь в том, что 

вместо одного операторного уравнения будем иметь систему таких урав-

нений, которая является системой линейных алгебраических уравнений и 

решается обычно с применением формул Крамера. 
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Пример 5.2. Найти решение системы 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−−=

++−=

,3752

,57

tyx
dt

dy

yx
dt

dx

 

удовлетворяющее начальному условию 0)0()0( == yx . 

Решение. Так как 
p

5
5 = , 

2

37
37

p
t −=− , 0)0()0( == yx , )()( pXtx =  и 

)()( pYty = , )0()()( xppXtx −=′ , )0()()( yppYty −= , 

то операторная система будет иметь вид 

 

⎪
⎪
⎩
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⎨

⎧

−=++

=−+

.
37

)()5()(2

,
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)()()7(

2p
pYppX

p
pYpXp

 

Решим эту системы по формулам Крамера: 

 3712
52

17 2 ++=
+
−+

=Δ pp
p

p
, 

 ,
37255

5
37

1
5

2

2

2
p

pp

p
p

p
x

−+
=

+−

−
=Δ  

 
2

2

25947

37
2

5
7

p

p

p

p
p

y
−−

=
−

+
=Δ ; 

 
)3712(

37255
)(

22

2

++
−+

=
Δ
Δ

=
ppp

pp
pX x , 

 
)3712(

25947
)(

22 ++
−−

=
Δ

Δ
=

ppp

p
pY y

. 

Разлагаем дроби, стоящие в правых частях, на простейшие: 

 
3712)3712(

37255
)(

2222

2

++
+

++=
++
−+

=
pp

DCp

p

B

p

A

ppp

pp
pX , 
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3712)3712(

25947
)(

2222 ++
+

++=
++

−−
=

pp

FEp

p

N

p

M

ppp

p
pY . 

Процедуру нахождения неопределённых коэффициентов рассмотрим 

на примере )( pX . Для этого записываем тождество 

 )()3712()3712(37255 2222 DCppppBppAppp +++++++=−+ . 

Полагая 0=p , получаем 1−=B . Приравнивая коэффициенты при 

одинаковых степенях p  в левой и правой частях тождества, имеем 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
++=

+=

;123725

,125

,0

BA

DBA

CA

 

откуда 1=A , 1−=C , 6−=D . Поэтому для )( pX  получаем 

 
3712

611
)(

22 ++
+

−−=
pp

p

pp
pX . 

Аналогично находим для )( pY  

 
3712

571
)(

22 ++
+

−−=
pp

p

pp
pY . 

Для перехода к оригиналам преобразуем полученные выражения для 

)( pX  и )( pY : 

 
1)6(

611
)(

22 ++
+

−−=
p

p

pp
pX , 

 
( ) 16

1

1)6(

671
)(

222 ++
+

++
+

−−=
pp

p

pp
pY . 

Переходя к оригиналам (см. табл. 5.1), получим искомое решение 

 tettx t cos1)( 6−−−= , tetetty tt sincos71)( 66 −− ++−= . 
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ГЛАВА 6  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

В ФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССАХ 

6.1. Методика составления дифференциальных  

уравнений 

Составление ДУ по условию задачи (механической, физической, 

технической или любой другой) состоит обычно в определении математи-

ческой зависимости между переменными величинами и их приращениями, 

которые сразу же заменяются соответствующими дифференциалами. 

В ряде случаев ДУ получается без рассмотрения приращений за 
счет их предварительного учета. Так, скорость и ускорение в любой мо-

мент времени есть 

 
dt

ds
=υ ,   

2

2

dt

sd

dt

d
a ==

υ
. 

Здесь приращения sΔ , υΔ  и tΔ  не привлекаются, хотя фактически 

они учтены в силу того, что 

 
t

s

dt

ds
t Δ

Δ
==υ

→Δ 0
lim , 

tdt

d
a

t Δ
υΔ

=
υ

=
→Δ 0

lim . 

Изучение любого процесса сводится к определению его элементар-

ных процессов и установлению общего закона его течения. Элементарный 

процесс выражается ДУ, связывающим переменные величины процесса с 
их дифференциалами или производными. Закон течения процесса получа-
ется после решения ДУ и выражается через переменные величины (пара-
метры) процесса. 

Исчерпывающих правил для составления ДУ нет. В большинстве 
случаев методика решения прикладных задач с применением ДУ сводится 

к следующему: 

1) постановка задачи и составление чертежа, поясняющего ее суть; 

2) составление ДУ  рассматриваемого процесса; 
3) решение этого уравнения и определение общего решения; 

4) определение частного решения задачи на основании начальных 

условий; 

5) определение, по мере необходимости, вспомогательных парамет-
ров (например, коэффициента пропорциональности и т. д.) с использова-
нием дополнительных условий задачи; 

6) вывод общего закона процесса и числовое определение искомых 

величин; 

7) анализ ответа. 



 

 49

Некоторые из этих рекомендаций в зависимости от характера зада-
чи могут и не использоваться. Можно делать упрощающие допущения, на-
пример, неравномерное движение материальной точки за малый промежу-

ток времени заменять равномерным; предполагать скорость протекания 

любого процесса за малый отрезок времени постоянной; заменять сложный 

(криволинейный) элемент прикладной задачи более простым (прямоли-

нейным). В математической модели задачи надо учитывать только основ-

ные параметры. 

6.2. Прямолинейное движение материальной точки  

в среде с сопротивлением 

Задача 6.1. Точка массы m движется прямолинейно и находится под 

действием силы, зависящей от ее скорости υ. Определить скорость матери-

альной точки и ее расстояние от начального положения в произвольный 

момент времени. 

Решение. Пусть )(tx  – расстояние точки от начального положения 0x ; 

тогда ее скорость 
dt

dx
=υ . Обозначим силу, действующую на материальную 

точку, через )(υf . Так как эта сила зависит от скорости, то она, как прави-

ло, имеет характер сопротивления и направлена против движения. 

ДУ процесса запишем на основе второго закона Ньютона в виде  

 )(υ−=
υ

f
dt

d
m . (6.1) 

Разделяя в уравнении (6.1) переменные, получим 

 
)(υ

υ
−=

f

d
mdt . 

Пусть при 0=t  скорость точки 0υ=υ , тогда 

 ∫ ∫
υ

υ υ
υ

−=
t

f

d
mdt

0 0
)(

 

или 

 ∫
υ

υ υ
υ

−=
0

)(f

d
mt .  (6.2) 

Рассмотрим следующие частные случаи. 

1. Постоянное трение: .)( Ff =υ  
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Тогда из (6.2) получаем 

 ∫
υ

υ

υ−υ−=υ−=
0

)( 0F

m
d

F

m
t  

или  

 t
m

F
−υ=υ 0 .  (6.3) 

Далее, заменим 
dt

dx
=υ  и проинтегрируем полученное ДУ с учетом НУ: 

при 0=t  0xx =  

 ∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −υ=

x

x

t

dtt
m

F
dx

0 0

0 ; 

откуда получаем закон движения 

 
2

00
2

t
m

F
txx −υ+= .  (6.4) 

2. Сопротивление пропорционально скорости:  )0( )( >υ=υ kkf . 

В этом случае (6.2) имеет вид 

 ∫
υ

υ υ
υ

−=
0

d

k

m
t  

и для скорости движения точки получаем выражение 

 
t

m

k

e
−

υ=υ 0 .  (6.5) 

Так как 
dt

dx
=υ , то для нахождения )(tx  имеем ДУ 

 dtedx
t

m

k
−

υ= 0  

и после интегрирования получаем закон движения материальной точки 

 )1(0
0

t
m

k

e
k

m
xx

−
−

υ
+= .  (6.6) 

6.3. Прямолинейное движение с постоянным ускорением 

Задача 6.2. Материальная точка движется по прямой с постоянным 
ускорение а. Найти закон движения точки, если ее начальная скорость 

равна 0υ , а начальное положение – 0s . 



 

 51

Решение. Ускорение а представляет собой производную от скорости υ 

по времени t, т. е. a
dt

d
=

υ
, поэтому 

 adtd =υ . 

Интегрируя это уравнение, находим его общее решение 

 1Cat +=υ .  (6.7) 

Для определения 1C  воспользуемся НУ: 

 0υ=υ    при   0=t . 

Тогда из (6.7) получаем 

 10 0 C+=υ    или  01 υ=C . 

Таким образом, решение (6.7) примет вид 

 at+υ=υ 0 .   (6.8) 

Так как скорость представляет производную пути S по времени t, т. е. 

dt

dS
=υ , то равенство (6.8) преобразуется к виду 

 at
dt

dS
+υ= 0  

или  

 dtatdS )( 0 +υ= . 

Интегрируя последнее равенство, получим общее решение задачи 

 
2

2

0
2

C
at

tS ++υ= . (6.9) 

Для определения 2C  имеется еще одно НУ – при 0=t  0sS = . Под-

ставим эти значения в (6.9): 

 20 00 Cs ++=  или 02 sC = . 

Следовательно, материальная точка движется по закону 

 
2

2

00

at
tsS +υ+= .  (6.10) 
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6.4. Движение тела переменной массы 

Задача 6.3. Ракета с начальной массой 0m , кг взлетает с земной по-

верхности в вертикальном направлении. Газы выбрасываются постоянны-

ми долями а, кг/с и с постоянной скоростью b, м/с относительно ракеты 

)0,0( >> ba . 

Найти скорость ракеты и расстояние, пройденное за время t, не учи-

тывая действия внешних сил на ракету. 

Решение. Уравнение движения ракеты имеет вид 

 
dt

dm
u

dt

d
mF −

υ
= ,   (6.11) 

где m, υ – масса и скорость ракеты в произвольный момент времени, u – 

скорость струи газов, образованных сгоранием топлива. При отсутствии 

внешних сил 0=F . Так как ракета выбрасывает а, кг/с, то в течение t, с 
она выбросит at, кг, и поэтому ее масса, спустя t, c, составит atmm −= 0 . 

Скорость газа относительно ракеты дана: bu −= . Таким образом на осно-

вании уравнения (6.11) получаем 

 ab
dt

d
atm −

υ
−= )(0 0  

или 

 
atm

ab
d

−
=υ

0

. 

Интегрируя последнее уравнение, находим 

 ∫ −
−

−=υ
atm

atmd
b

0

0 )(
, 

откуда 
 10 )ln( Catmb +−−=υ . 

Начальное условие: при 0=t  0=υ . Отсюда постоянная интегриро-

вания 

 01 ln mbC = , 

и скорость ракеты будет равна 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=υ
atm

m
b

0

0ln .  (6.12) 
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Пусть х – расстояние, измеряемое от поверхности Земли, которое 

проходит ракета за время t. Тогда скорость 
dt

dx
=υ  и, согласно равенству 

(6.12), получаем 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=

0

0ln
m

atm
b

dt

dx
. 

Интегрируем это уравнение: 

 ∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−= 2

0

0ln Cdt
m

atm
bx .  (6.13) 

Для вычисления интеграла применим формулу интегрирования по 

частям 

 ∫ ∫υ−υ=υ duuud . 

В нашем случае 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0

0ln
m

atm
u , dtd =υ ; 

откуда 

 dt
atm

a
du

−
−=

0

, t=υ . 

Тогда для (6.13) получаем 

 2

00

0ln C
atm

atdt

m

atm
tbx +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−= ∫  

или 

 20
0

0

0 )ln(ln Catm
a

m
t

m

atm
tbx +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−= . 

После простых преобразований расстояние получаем в окончатель-
ном  виде 

 Cbt
m

atm

a

atmb
x ++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

0

00 ln
)(

, 

где 

 0
0

2 ln m
a

bm
CC += . 
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Начальное условие: при 0=t  0=x . Отсюда 0=C  и искомое рас-
стояние есть  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−+=

0

0
0 ln)(

m

atm
atm

a

b
btx .  (6.14) 

Выражения (6.12) и (6.14) действительны только для 
a

m
t 0< , что 

представляет теоретический предел времени полета. Практический предел 

значительно меньше теоретического. 

6.5. Растяжение упругой нити 

Задача 6.4. Стальная проволока длиной l с поперечным сечением S 

растягивается с силой, постепенно возрастающей до величины F. Найти 

работу растяжения. 

Решение. Удлинение проволоки lΔ  под влиянием растягивающей 

силы F определяется по формуле 

 0lS

F
kl =Δ , 

где k – коэффициент удлинения, 0l  – первоначальная длина проволоки. 

Рассмотрим элементарный процесс: 

 dF
S

kl
dl 0= . (6.15) 

Принимая на бесконечно малом участке удлинения dl силу F посто-

янной, получим работу, производимую этой силой на рассматриваемом 

участке, 
 FdldA =  
или 

 FdF
S

kl
dA 0= . 

Интегрируя это уравнение, получим общее решение 

 CF
S

kl
A += 20

2
. 

Для определения С используем начальное условие: при 0=F  0=A , 

следовательно, 

 C
S

kl
+⋅= 0

2
0 0 , 

откуда 0=C . 
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Итак, искомая работа растяжения 

 
20

2
F

S

kl
A = . 

6.6. Работа опорожнения сосудов 

Задача 6.5. В вертикальном цилиндрическом резервуаре диаметром 

2 г находится жидкое топливо с удельным весом γ. Высота жидкости в ре-
зервуаре h, а общая высота резервуара Н. Найти работу, которую 

необходимо затратить для опорожнения резервуара (рис. 6.1). 
 

Решение. Работа постоянной 

силы F на прямолинейном пути S 
равна 

α= cosFSA , 

где α – угол между F и S. Выде-
лим слой жидкости малой толщи-

ны dx. Производящая работу сила 
F остается постоянной на высоте 

xΔ  и определяется весом слоя: 

dxrdF γπ= 2
. 

 

 
Работа, необходимая для выкачивания слоя толщиной dx на высоту х, 

равна произведению силы на расстояние 

 xdxrxdFdA γπ=⋅= 2
. (6.16) 

Общее решение ДУ (6.16) 

 C
x

rA +γπ=
2

2
2

. 

Начальное условие: при 0=x  0=A . Отсюда постоянная интегриро-

вания 0=C  и 
2

2
2 x

rA γπ= . 

Работа при Hx =  и hHx −=  соответственно будет 

 
2

2
2

1

H
rA γπ= , 

 
2

)(
2

2

2

hH
rA

−
γπ= . 

 

 

 x

dx

H 

 

Рис. 6.1 
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Работа, затраченная на выкачивание всего топлива, 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −γπ=−=

2

2

21

h
HhrAAA . 

Величина 

 Phr =γπ /
2

, 

где Р – вес всей жидкости. Тогда искомая работа 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2

h
HPA . 

6.7. Истечение жидкости из сосудов 

Задача 6.6. Заполненный водой цилиндрический сосуд высотой h и 

площадью дна S имеет в дне отверстие, площадь которого σ. Найти время 

истечения воды через отверстие (рис. 6.2). 

Решение. Пусть в момент t 
высота воды в сосуде над пло-

щадью σ составляет х. За время 

dt эта высота изменится на вели-

чину – dx. За это время вытечет 
вода объемом Sdx . С другой 

стороны, этот объем воды равен 

объему столба воды с основани-

ем σ и высотой dtυ , где υ – ско-

рость истечения, т. е. объем ра-
вен dtσυ . Скорость истечения 

определяется по формуле 
 

gH2=υ ,  

 

где Н – глубина погружения отверстия в данный момент. В нашем случае 
xH =  и поэтому gx2=υ . Следовательно, искомый объем 

dtgxdt 2σ=συ  и ДУ процесса имеет вид 

 dtgxSdx 2σ=−   (6.17) 

с начальным условием: при 0=t  hx = . 

 

 

 

h 
dx 

S 

σ 

x 

 

Рис. 6.2 
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Разделяя переменные в (6.17), имеем 

 dt
x

dx

g

S
=

σ
−

2
; 

откуда после интегрирования получаем общее решение 

 C
g

xS
t +

σ
−=

2
. 

Для определения постоянной С воспользуемся начальным условием: 

при 0=t  hx = ; тогда 

 C
g

hS
+

σ
−=

2
0 , 

g

hS
C

2

σ
= . 

Следовательно, закон данного процесса принимает вид 

 )(
2

xh
g

S
t −

σ
= . 

В момент опорожнения сосуда τ=t  и высота воды в сосуде 0=x , 

откуда искомое время 

 
g

hS 2

σ
=τ .  (6.18) 

Из (6.18) следует, что при заданных размерах сосуда S и h время ис-
течения жидкости обратно пропорционально площади отверстия σ. 

6.8. Охлаждение тела 

Задача 6.7. Найти закон изменения температуры Т охлаждающегося 

тела массы m и теплоемкости с. Температура окружающей среды 0T .  

Первоначальная температура тела равна 1T . Считая, что Т0 = 20 ºС и тело  

в течение 20 мин охлаждается от 100 до 60 ºС, определить через сколько 

времени температура тела понизится до 30 ºС. 

Решение. По закону Ньютона бесконечно малое количество теплоты 

dQ , отданное телом в течение бесконечно малого промежутка времени dt, 

пропорционально разности температур тела и окружающей среды: 

 dtTTkdQ )( 0−−= , 

где k – коэффициент пропорциональности. 
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С другой стороны, 

 )( 0TTmcQ −=  

и после дифференцирования имеем 

 mcdTdQ = . 

Поэтому для процесса охлаждения тела получаем следующее ДУ: 

 dtTTkmcdT )( 0−−=    (6.19) 

с НУ: при 0=t  1TT = . 

Разделяем переменные в (6.19) 

 dt
mC

k

TT

dT
−=

− 0

 

и интегрируем 

 ∫ ∫−=
−
−

dt
mc

k

TT

TTd

0

0 )(
, 

 Ct
mc

k
TT ln)ln( 0 +−=−  

или 

 
tCeTT λ−+= 0 ,   (6.20) 

где 
mc

k
=λ . 

С помощью НУ определим значение произвольной постоянной С: 

 
0

01

⋅λ−+= CeTT ; 

отсюда 01 TTC −=  и, следовательно, охлаждение тела происходит по закону 

 
t

eTTTT
λ−−+= )( 010 .   (6.21) 

Используя числовые данные, т. е. Т0 = 20 ºС, Т1 = 100 ºС, Т0 = 60 ºС, 

20=t  мин, находим 

 

20/1

2

1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=λ

e . 

Теперь по формуле (6.20) можем вычислить время охлаждения тела 
до 30 ºС: 

 

20/

2

1
802030

t

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= , 

откуда 60=t  мин. 
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6.9. Распределение теплоты в стержне 

Задача 6.8. Стержень длиною 2l и площадью поперечного сечения S 

имеет на концах одинаковую температуру 0t . По стержню проходит ток 

постоянной величины I, плотность которого 
S

I
i = . Найти распределение 

теплоты по стрежню, если температура максимальна в центре стержня. 

Потерей теплоты в окружающую среду пренебречь (рис. 6.3). 

Решение. Рассмотрим эле-
мент стержня dx. Потоки тепло-

ты сечения 1 и 2 в единицу вре-
мени по закону Фурье соответ-
ственно равны: 

dx

xSdt )(λ−
 

и 

dx

dxxSdt )( +λ−
, 

где λ – коэффициент теплопро-

водности.  
 

Различие этих потоков обусловлено нагреванием элемента стержня 

током, выделяющим теплоту в количестве 

 lSi
S

l
SiRIQ ρ=

ρ
== 2222

2
2

, 

где ρ – удельное сопротивление. 
При установившемся состоянии 

 lSi
dx

xdt

dx

dxxdt
S ρ=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

+
λ− 2

2
)()(

. 

Применяя к левой части равенства теорему Лагранжа на отрезке 
],[ dxxx + , получаем ДУ процесса 

 A
dx

xtd
=

2

2
)(

, (6.22) 

где 
λ
ρ

−=
li

A
2

2
. 

 

 
1 2 

x x+dx 2l 0 
 

Рис. 6.3 
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Общее решение этого уравнения находится последовательным ин-

тегрированием и имеет вид 

 21

2
)( CxCAxxt ++= .  (6.23) 

Начальные условия: при 0=x  0tt =  и при lx =  0=
dx

dt
 (температура 

в центре стержня максимальная). 

Отсюда 

 AlC 21 −= , 02 =C . 

Найденные значения постоянных интегрирования подставляем в 

(6.23), и искомое распределение температуры по стержню будет 

 0

2
2)( tAlxAxxt +−= . 

6.10. Исследование колебаний 

Свободные колебания 

Задача 6.9. Материальная точка массой m совершает колебательные 
движения под действием упругой силы. Сила сопротивления среды прямо 

пропорциональна скорости точки. Определить закон движения материаль-

ной точки. 

Решение. Пусть )(tx  – отклонение от точки положения равновесия. 

Тогда скорость точки 
dt

dx
=υ . На точку действует сила упругости пружины 

xkF 2упр −=  и сила сопротивления среды 

 
dt

dx
kkFC 11 −=υ−=  )0  ,0( 21 >> kk . 

Для описания закона движения материальной точки используем вто-

рой закон Ньютона 

 CFF
dt

d
m

GGG
+=

υ
óïð  

или в скалярном виде 

 
dt

dx
kxk

dt

d
m 12 −−=

υ
. 

Так как 
2

2

dt

xd

dt

dx

dt

d

dt

d
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

υ
, то получаем ДУ 
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 0212

2

=++ xk
dt

dx
k

dt

xd
m .  (6.24) 

Начальные условия зададим следующим образом: 

 00
xx

t
=

=
, 0

0

υ=
=tdt

dx
.  (6.25) 

Уравнение (6.24) представляет собой однородное линейное ДУ  

2-го порядка с постоянными коэффициентами. Общее решение ДУ опреде-
ляется в соответствии с параграфом 3.1. 

1. Допустим, что силой сопротивления среду можно пренебречь.  

Тогда ДУ (6.24) принимает вид 

 022

2

=+ xk
dt

xd
m  

или 

 02

2

2

=+ xk
dt

xd
, (6.26) 

где 
m

k
k 22 = . 

Характеристическое уравнение для (6.26): 

 0
22 =+λ k  или 

22
k−=λ  

имеет корни ikk ±=−±=λ 2

2,1 . 

Поэтому общее решение уравнения (6.26) равно: 

 ktCktCx sincos 21 += . (6.27) 

Значения 1C  и 2C  найдем из НУ (6.25). Для этого (6.27) продиффе-
ренцируем по t: 

 ktkCktkC
dt

dx
cossin 21 +−= . (6.28) 

Из (6.25), (6.27) и (6.28) получаем 

 10 Cx = , 
k

C 0
2

υ
= .  

Тогда решение ДУ равно: 

 kt
k

ktxx sincos 0
0

υ
+=  
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или 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ υ
+= kt

kx
ktxx sincos

0

0
0 . 

Пусть ϕ=
υ

tg
kx0

0 ; тогда 

 )cos(
cos

)sinsincos(cos
cos

00 ϕ+
ϕ

=ϕ+ϕ
ϕ

= kt
x

ktkt
x

x . 

Так как 
2

2

2

1

2

0

22

00

cos
CC

k

kxx
+=

υ+
=

ϕ
, то решение ДУ (6.26) окон-

чательно принимает вид 

 )cos( ϕ+= ktAx , (6.29) 

где 
2

02

0

2

2

2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ υ+=+=

k
xCCA  – амплитуда, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ υ
==ϕ

kx
arctg

C

C
arctg

0

0

1

2  – начальная фаза, 

k – частота, а 
k

T
π

=
2

 – период колебаний. Движение материальной 

точки, описываемое формулой (6.29), называется гармоническим. 
2. В случае, когда сопротивлением среды пренебречь нельзя, решаем 

полное уравнение (6.24) 

 02 2

2

2

=++ xk
dt

dx
a

dt

xd
, (6.30) 

где 
m

k
a 12 = . 

Его характеристическое уравнение 

 02
22 =+λ+λ ka  

имеет корни 

 
22

2,1 kaa −±−=λ . 

Если 0
22 <− ka , то 

22

2,1 akia −±−=λ  и решение 

 )sincos(
22

2

22

1 takCtakCex
at −+−= −
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представляется в виде 

 )cos(
22 ϕ+−= −
takAex

at
.   (6.31) 

Амплитуда этого гармонического колебания равна 
atAe−

 и с уве-

личением времени t она уменьшается, поскольку 0>a . Поэтому уравне-
ние (6.31) описывает затухающие гармонические колебания. 

При 0
22 >− ka  корни характеристического уравнения действитель-

ные и равны 

 
22

2,1 kaa −±−=λ . 

Решение ДУ (6.30) 

 
tkaatkaa

eCeCx
)(

2

)(

1

2222 −−−−+− +=  

не описывает колебательного движения. В этом случае движение матери-

альной точки называется апериодическим. Такой характер движения имеет 
место и при 022 =− ka : 

 
at

etCCx
−+= )( 21 . 

Вынужденные колебания 

Пусть сопротивление среды отсутствует, а верхний конец пружины 

совершает колебания под действием внешней периодической силы 

tBxf ω= sin)( . В этом случае ДУ процесса становится неоднородным  

и имеет вид 

 tBxk
dt

xd
ω=+ sin

2

2

2

. 

Общее решение этого уравнения 

 xxx += 0 , 

где 0x  – общее решение соответствующего однородного уравнения, т. е. (6.26) 

 )cos(0 ϕ+= ktAx ; 

x  – некоторое частное решение неоднородного уравнения. Если час-
тота ω внешней силы не равна частоте собственных колебаний, то это ча-
стное решение будем искать в виде 

 tCtCx ω+ω= sincos 21 . 
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 Неопределенные коэффициенты 1C  и 2C  находим подстановкой x  и  

 tCtC
dt

xd
ωω−ωω−= sincos

2

2

2

12

2

 

в неоднородное уравнение: 

 tBtkCCtkCC ω=ω+ω−+ω+ω− sinsin)(cos)(
2

2

2

2

2

1

2

1 , 

откуда 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+ω−

=+ω−

BkCC

kCC
2

2

2

2

2

1

2

1 ,0
 

и 01 =C  (т. к. k≠ω ), 
222

ω−
=

k

B
C .  

Следовательно, решение задачи имеет вид 

 
22

sin
)cos(

ω−

ω
+ϕ+=

k

tB
ktAx ,  

где k≠ω . 

Колебания материальной точки получаются в результате наложения 
собственного колебания с частотой k и вынужденного колебания с часто-

той ω. 
Если k=ω , то частное решение будем искать в виде 

 )sincos( 21 tCtCtx ω+ω= . 

В этом случае 
ω

−=
2

1

B
C , 02 =C  и решение равно 

 
ω
ω

−ϕ+=
2

cos
)cos(

tBt
ktAx . 

Второй член правой части последнего равенства показывает, что ам-

плитуда колебаний неограниченно возрастает с увеличением t. Это явление 
(при совпадении частоты собственных колебаний системы с частотой 

внешней силы) называется резонансом. 

6.11. Падение тела переменной массы 

Задача 6.10. Капля с начальной массой М, свободно падая в воздухе, 
равномерно испаряется и ежесекундно теряет массу m. Сила сопротивле-
ния воздуха пропорциональна скорости движения капли. Найти зависи-

мость скорости движения капли от времени, если в начальный момент 
времени скорость капли равна нулю. 
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Решение. Ввиду равномерного испарения капли ее масса в момент t 
равна ,mtM −  а сила тяжести капли – gmtM )( − . Силу тяжести считаем 

положительной, т. е. направленной вниз. 
Сила сопротивления воздуха υ−= kFC  (знак минус, так как она на-

правлена вверх). Равнодействующая всех сил, приложенных к капле, 

 υ−−= kgmtMF )( , 

а так как по второму закону Ньютона 

 
dt

d
mtMF

υ
−= )( , 

то ДУ задачи имеет вид 

 υ−−=
υ

− kgmtM
dt

d
mtM )()(  

или 

 g
mtM

k

dt

d
=υ

−
+

υ
.   (6.32) 

Это линейное уравнение и решаем его подстановкой uz=υ . Тогда  

 
dt

dz
u

dt

du
z

dt

d
+=

υ
 

и линейное ДУ (6.32) сводится к двум уравнениям с разделяющимися пе-
ременными: 

 0=
−

+ z
mtM

k

dt

dz
  (6.33) 

и 

 g
dt

du
z = .  (6.34) 

Решая первое из них, находим 

 ∫ ∫ −
−

=
mtM

mtMd

m

k

z

dz )(
, 

 m

k

mtMz )ln(||ln −=  

или 

 m

k

mtMz )( −= . 
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Из (6.34) получаем 

 C

m

k

mtM
m

g

dtmtMgu

m

k

m

k

+
−

−
=−=

+−

−

∫
1

)(

)(

1

. 

Отсюда 

 m

k

mtMC
mk

mtMg
uz )(

)(
−+

−
−

==υ .  (6.35) 

Начальное условие: при 0=t  0=υ . Следовательно, 

 m

k

CM
mk

gM
+

−
=0 , 

откуда 

 
km

gM

km

gMM
C

m

k

m

k

−
=

−
=

−− 1

. 

Найденную постоянную интегрирования подставляем в равенство 

(6.35), и тогда скорость движения капли равна 

 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++−

−
=υ Mt

k

m
mtM

km

g m

k

1 . 

6.12. Электрические цепи 

Задача 6.11. При размыкании цепи сопротивление цепи R быстро 

возрастает от первоначальной величины 0R  до бесконечности. На основа-
нии опыта допускают, что зависимость R от t в этом процессе выражается 

 
t

RR
−τ
τ

= 0 , 

где τ – время всего процесса размыкания. Найти силу тока i в любой момент 
в цепи при постоянной электродвижущей силе Е и самоиндукции L. 

Решение. Так как в цепи действуют электродвижущие силы источни-

ка Е и самоиндукции – 
dt

di
L , то результирующая сила 

 
dt

di
LEu −= . 
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По закону Ома iRu = ; поэтому 

 
dt

di
LEiR −= . 

В процессе размыкания цепи 
t

RR
−τ
τ

= 0 . Отсюда получается ДУ 

процесса 

 
L

E
i

tL

R

dt

di
=

−τ
τ

+
)(

0 ,  (6.36) 

которое является линейным. 
Для его решения используем метод вариации произвольной постоян-

ной (см. параграф 1.1.3). 

Однородное уравнение: 

 0
)(

0 =
−τ
τ

+ i
tL

R

dt

di
 

есть ДУ с разделяющимися переменными и его общее решение  

 L

R

tCi

τ

−τ=
0

)( . 

Общее решение неоднородного ДУ (6.36) имеет вид 

 L

R

ttCi

τ

−τ=
0

))(( .  (6.37) 

Тогда 

 
1

0

00

)()())((
−
ττ

−τ
τ

−−τ′= L

R

L

R

t
L

R
tCttC

dt

di
 

и с помощью (6.36), (6.37) получаем 

 L

R

t
L

E
tC

τ
−

−τ=′
0

)()( .  (6.38) 

Возможны два случая: 10 ≠
τ

L

R
 и 10 =

τ
L

R
. 

В первом случае 

 1

0

1
0

)(
)( C

LR

tE
tC

L

R

+
−τ

−τ
=

τ
−

, 
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а во втором – 1)ln()( Ct
L

E
tC +−τ−= . 

Общее решение (6.37) принимает вид 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
τ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −τ−−τ

≠
τ

−τ
−τ

+−τ
=

τ

.1  ,)ln()(

1  ,
)(

)(

0
1

0

0

1

0

L

R
t

L

E
Ct

L

R

LR

tE
tC

i

L

R

  (6.39) 

Начальные условия: в момент начала размыкания при 0=t  сила то-

ка 
0

0 R

E
ii == . Тогда из (6.39) находим, что 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
τ

τ+

≠
τ

−τ
τ

−
=

τ
−

.1  ),ln1(

,1  ,
)(

0

0

001

0

L

R

L

E

L

R

LRR

EL

C

L

R

 

Подставляя найденные значения произвольной постоянной в (6.39), 

получаем решение задачи 

 ,

.1 ,ln1)(

1 ,1)(
)(

0

0
0

00

0

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
τ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−τ
τ

+−τ

≠
τ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

τ
−−−τ

−τ
=

τ

L

R

t
t

L

E

L

Rt
LtR

LRR

E

i

L

R

 

Цепь «сопротивление – емкость» 

Задача 6.12. Конденсатор емкостью С включается в цепь с напряже-
нием U и сопротивлением R. Определить заряд q конденсатора в момент t 
после включения. 

Решение. В момент t заряд конденсатора q и сила тока 
dt

dq
i = . В цепи 

действует электродвижущая сила Е, равная разности между напряжением 

цепи U и напряжением конденсатора 
C

q
: 

 
C

q
UE −= . 
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Сила i тока представляет производную от количества электричества q, 

протекшего через проводник, по времени t, т. е. 
dt

dq
i = . 

По закону Ома 
R

E
i = ; поэтому  

 
R

C

q
U

dt

dq
−

= . 

Тогда ДУ процесса равно 

 
R

U

RC

q

dt

dq
=+ .  (6.40) 

Уравнение (6.40) – линейное ДУ 1-го порядка. Для его решения ис-
пользуем подстановку zq υ=  (или метод вариации постоянной). Так как 

dt

dz

dt

d
z

dt

dq
υ+

υ
= , то (6.40) принимает вид 

 
R

U

dt

dz

RCdt

d
z =υ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ υ

+
υ

. 

Полагая 0=
υ

+
υ

RCdt

d
, находим функцию υ: 

 RC

t

e
−

=υ . 

Тогда для функции z получаем уравнение 

 RC

t

e
R

U

dt

dz
= , 

интегрируя которое, находим z: 

 1CUCez RC

t

+= , 

где 1C  – произвольная постоянная. 

Общее решение равно 

 UCeCzq RC

t

+=υ=
−

1 . 

Начальное условие: при 0=t  0=q ; откуда 

 UCC += 10 ,   UCC −=1 . 
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Таким образом, заряд конденсатора равен 

 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

−
RC

t

eUCq 1 . 

6.13. Математический маятник 

Задача 6.13. Найти закон движения и определить период Т матема-
тического маятника длиной l при малых отклонениях (рис. 6.4).   

Решение. Силу тяжести P
G

  

в точке М разложим на две состав-

ляющие: N
G

 по направлению нити 

и f
G

 – по касательной к траекто-

рии. Сила N
G

 уравновешивается 
сопротивлением нити, и, таким об-

разом, вся система сил эквива-
лентна силе f

G
. Из рис. 6.4 видно: 

αα sinsin|| mgPf ==
G

, 

где m – масса, g – ускорение сво-

бодного падения. Так как для по-

ложительных углов α касательная составляющая f направлена в отрица-
тельную сторону, то 
 αα mgmgf −≈−= sin , 

поскольку при малых отклонениях нити αα ≈sin . 

Ввиду очевидного равенства 
l

s
=α    

 s
l

mg
f −= , 

где 
∪

= ÀÌs  – длина пройденного маятником криволинейного пути. На ос-
новании второго закона Ньютона запишем ДУ процесса: 

 s
l

mg

dt

sd
m −=

2

2

 

или 

 0
2

2

=+ s
l

g

dt

sd
. (6.41) 

 

l 

α 

S 

M 

A 
f
G

 

p
G  

N
G

α 

0 

 

Рис. 6.4 
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Это линейное ДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Его 
характеристическое уравнение 

 0
2 =+λ

l

g
 

имеет решения 
l

g
i±=λ 2,1 . 

Поэтому общее решение ДУ (6.41) имеет вид 

 t
l

g
Ct

l

g
Cs sincos 21 += . 

Начальные условия: при 0=t  As =  (А – амплитуда колебаний) и 

0=
dt

ds
. 

Отсюда 
 AC =1 , 02 =C . 

Подставляя эти значения в общее решение, получим 

 t
l

g
As cos= . 

Движение математического маятника представляет гармоническое 
колебание с периодом 

 
g

l
T π= 2 . 

6.14. Физический маятник 

Задача 6.14. Найти закон движения физического маятника (ось ОZ 
перпендикулярна к плоскости чертежа) (рис. 6.5). 

Решение. Физическим маятником называется твердое тело, вращаю-

щееся вокруг горизонтальной оси ОZ под действием силы тяжести. Обо-

значим расстояние ОС центра тяжести маятника от оси вращения через а и 

силу тяжести через P
G

, причем mgP = , где m – масса маятника. 
Так как заданной силой является только сила Р, то момент относи-

тельно оси ОZ равен 

 ϕ−= sinmgaM Z , 

где ϕ – угол отклонения маятника от вертикали, отсчитываемый в направ-

лении, обратном движению часовой стрелки. 
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 Z 

ϕ

a
0ϕ

С

P
G

О

 

Рис. 6.5 

Как известно из динамики, ДУ вращательного движения твердого 

тела вокруг неподвижной оси 

 zz M
dt

d
J =

ϕ
2

2

,  (6.42) 

где zJ  – момент инерции тела относительно оси вращения ОZ. 
Тогда уравнение (6.42) примет вид 

 ϕ−=
ϕ

sin
2

2

mga
dt

d
J z .   (6.43) 

Уравнение (6.43) представляет ДУ движения физического маятника. 
При малых отклонениях маятника можно принять ϕ≈ϕsin . Полу-

чим приближенное ДУ малых колебаний маятника 

 ϕ−=
ϕ

mga
dt

d
J z 2

2

 

или 

 0
2

2

2

=ϕ+
ϕ

k
dt

d
,   (6.44) 

где 
zJ

mga
k =2 . 

Так как корнями соответствующего характеристического уравнения 

0
22 =+λ k  являются комплексные числа ik± , то общее решение уравне-

ния (6.44) есть 

 ktCktC sincos 21 +=ϕ .   (6.45) 
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Постоянные интегрирования 1C  и 2C  вычисляем из равенства (6.45), 

используя начальные условия: 

1) при 0=t  0ϕ=ϕ : 

 01 210 ⋅+⋅=ϕ CC , 

 01 ϕ=C ; 

2) при 0=t  угловая скорость 0=
ϕ

dt

d
: 

 ktkCktkC
dt

d
cossin 21 +=

ϕ
, 

 100 21 ⋅+⋅−= kCkC , 

 02 =C . 

Подставляя найденные значения в (6.45), получим закон движения 

физического маятника при малых колебаниях 

 ktcos0ϕ=ϕ , 

где 
zJ

mga
k = . 

Полный период колебаний 

 
mga

J

k
T zπ=

π
= 2

2
. 

6.15. Прямолинейное горизонтальное движение 

Задача 6.15. Моторная лодка движется со скоростью 200 =υ  км/ч. 

На полном ходу ее мотор выключается и через 40 с после этого скорость 

лодки уменьшается до 81 =υ  км/ч. Сопротивление воды пропорционально 

скорости движения лодки. Определить скорость лодки через 2 мин после 
остановки мотора. 

Решение. На движущуюся лодку действует сила υ−= kF , где k – ко-

эффициент пропорциональности. По закону Ньютона 
dt

d
mF

υ
= . Откуда 

ДУ движения лодки 

 υ−=
υ

k
dt

d
m .   (6.46) 
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После разделения переменных получаем 

 dt
m

kd
−=

υ
υ

; 

откуда 

 Ct
m

k
lnln +−=υ  

или 

 
t

m

k

Ce
−

=υ . 

Начальное условие: при 0=t , 20=υ  км/ч. Откуда 

 
0

20
⋅−

= m

k

Ce  и 20=C . 

Тогда закон движения лодки принимает вид 

 
t

m

k

e
−

=υ 20 .     

Дополнительное условие: при 
90

1
 c 40 ==t  ч скорость лодки состав-

ляет 8 км/ч. 

Отсюда 

 90

1

208 m

k

e
−

=    или   

90

5

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
m

k

e . 

Подставляя числовые данные в (6.47) и учитывая  
30

1
 мин 2 ==t  ч, 

получим 

 28,1
25

32

5

2
20

30

1
90

≈=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=υ  км/ч. 

 Итак, скорость лодки через 2 мин снизится до 1,28 км/ч. 

6.16. Вращение тела в жидкости 

Задача 6.16. Диск, вращающийся в жидкости, испытывает сопротив-
ление, пропорциональное угловой скорости вращения. Найти зависимость 
угловой скорости от времени, если известно, что диск, начав вращаться со 
скоростью 200 об/мин, по истечении 1 мин вращается со скоростью  
120 об/мин. 
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Решение. Пусть ω – угловая скорость вращения диска. Силовому 
воздействию вращения оказывает сопротивление переменное трение, 
возникающее при вращении диска в жидкости и зависящее от скорости 
вращения.  

Таким образом, уравнение движения диска 

 ω−=
ω

k
dt

d
, 

где k – коэффициент пропорциональности. 
Разделяя переменные, получим 

 kdt
d

−=
ω
ω

 

или 
 Ckt lnln +−=ω . 

Общее решение уравнения 

 
kt

Ce
−=ω . 

Необходимо определить значения С и k. Из начального условия: 

0=t , 2000 =ω  об/мин 

 0200 ⋅−= kCe ,  200=C . 

 Дополнительное условие, что через 1=t  мин 120=ω  об/мин, дает 
k

e
−= 200120  или 

5

3
=−k

e . 

Искомая зависимость угловой скорости от времени 

 

t

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ω

5

3
200 . 

6.17. Радиоактивный распад 

Задача 6.17. Скорость распада радия прямо пропорциональна его 
массе в произвольный момент времени. Найти закон радиактивного распа-
да, если первоначальная масса радия 0m  и период его полураспада равен 

1590 лет. 
Решение. Пусть )(tm  – масса радия в произвольный момент времени. 

Тогда 
dt

dm
 – скорость распада, т. е. изменение массы с течением времени.  

В соответствии с условием задачи запишем ДУ процесса 

 km
dt

dm
−=  
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или 

 kdt
m

dm
−= ; 

откуда 
 Cktm lnln +−=  

или  
kt

Cem
−= . 

Так как 0mm =  при 0tt = , то 
0

0

⋅−= k
Cem , 0mC = . 

 Коэффициент k определится из дополнительного условия: при 

1590=t  
2

0m
m = . 

 Тогда k
em

m 1590

0
0

2

−=  или 2ln1590 −=− k ,  00044,0=k . 

Искомый закон распада: 

 temtm 00044,0
0)( −= . 

6.18. Скольжение тела под наклоном 

Задача 6.18. По наклонной плоскости длиной 10=l  м скользит тело. 

Угол наклона плоскости α = 45º. Коэффициент трения тела по поверхности 

плоскости 5,0=k . Определить закон движения тела и время его соскаль-

зывания (рис. 6.6). 

Решение. На тело действуют три 

силы: сила тяжести mg, сила трения F и 

реакция плоскости 1N . Нормальная N и 

тангенциальная Т составляющие силы 

тяжести равны: 

α= cosmgN , α= sinmgT . 

Сила трения α−=−= cosmgkNF . 

Уравнение движения тела 

         α−α= cossin
2

2

kmgmg
dt

Sd
m  

или 

 )cos(sin
2

2

α−α= kg
dt

Sd
. 

 

 

T 

mg 

N 

α 
 

Рис. 6.6

F N1 
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Решая его непосредственным интегрированием, получаем 

 1)cos(sin Ctkg
dt

dS
+α−α=  

и общее решение будет 

 21

2
)cos(sin

2
CtCtk

g
S ++α−α= . 

Постоянные 1C  и 2C  определяем из НУ: при 0=t  0=S  и 0=
dt

dS
. 

Получаем систему 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+⋅+⋅α−α=

+⋅α−α=

.00)cos(sin
2

0

,0)cos(sin0

21

1

CCk
g

Ckg
 

Откуда 

 021 ==CC . 

Подставляя эти значения в общее решение, получаем искомый закон 

движения 

 
2

)cos(sin
2

tk
g

S α−α= .   (6.48) 

Для определения времени соскальзывания выразим t из (6.48) и под-

ставим числовые данные: 

 4,2
81,9

210
2

)45cos5,045(sin81,9

102

)cos(sin

2
00

==
−

⋅
=

α−α
=

kg

S
t  с. 

6.19. Движение пули внутри вещества 

Задача 6.19. Пуля входит в брус толщиной 12 см со скоростью  

200 м/с, а вылетает, пробив его, со скоростью 60 м/с. Сила сопротивления 

пропорциональна квадрату скорости движения. Найти время движения пу-

ли через брус. 

Решение. Внутри бруса в любой момент времени t на пулю действует 
сила сопротивления бруса F. Она направлена против движения, а по вели-

чине пропорциональна квадрату скорости движения пули в данный мо-

мент. Таким образом, 

 
2υ−= kF . 
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На основании второго закона Ньютона сила равна произведению 

массы тела на ускорение а, которое ему сообщается, т. е. 

 maF = . 

Сопоставляя уравнения, получим 

 
2υ−= kma . 

 Скорость тела: 
dt

dS
=υ , где S – путь, t – время. Тогда ускорение 

2

2

dt

Sd

dt

d
a =

υ
= . 

Поэтому ДУ процесса записываем в виде 

 

2

2

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

dt

dS
k

dt

Sd
m  

или 

 

2

2

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

dt

dS

m

k

dt

Sd
.   (6.49) 

Это уравнение решается методом понижения порядка путем введе-
ния новой функции Р: 

 P
dt

dS
= ,  

dt

dP

dt

Sd
=

2

2

. 

Уравнение (6.49) примет вид 

 
2

P
m

k

dt

dP
−= . 

Разделяя переменные Р и t: 

 dt
m

k

P

dP
−=

2
 

и почленно интегрируя, получаем 

 1

1
Ct

m

k

P
+−=− . 

Подставляем 
dt

dS
P =  и интегрируем еще раз: 

 

1

1

C
m

kdt

dS

−
=    (6.50) 
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1Ct
m

k
dt

ds
−

= ; 

 ∫ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= 21

1

1

ln CCt
m

k

k

m

Ct
m

k

Ct
m

k
d

k

m
S .   (6.51) 

Начальные условия: при 0=t   0=S  и 200=
dt

ds
 м/с. 

Из уравнения (6.50) определим 1C : 

 

10

1
200

C
m

k
−⋅

= ; 
200

1
1 −=C , 

а из (6.51) – 2C : 

 200ln
200

1
ln2 R

m

k

m
C =−= .    

 Подставляя значения 1C  и 2C  в общее решение (6.51), имеем  

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 1200ln t

m

k

k

m
S . (6.52) 

Разрешая (6.52) относительно t, получим 

 m

ks

et
m

k
=+1200  

или 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= 1

200
m

ks

e
k

m
t .   (6.53) 

Величины k и m определим из дополнительного условия: при  

 м0,12см12 === hS  60=
dt

dS
 м/с. 

Для этого продифференцируем уравнение (6.52): 

 

1200

200

+
=

t
m

kdt

dS
.   (6.54) 
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Найденную величину t из уравнения (6.53) подставляем в (6.54), ко-
торое примет вид 

 

m

ks

e
dt

dS 200
= .   (6.55) 

Подстановка дополнительных условий приводит к равенству: 

 

m

k

e
12,0

200
60 = ,   (6.56) 

откуда 

 10
12,0

3

10
ln

≈=
m

k
. 

Из (6.56) находим 

 
3

25

3

10
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=m

k

e . 

Подставляя числовые значения величин 
m

k
  и m

k

e  в (6.53), получим 

 001,01
3

10

20

1 3

12,025

≈
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⋅

t  с. 

6.20. Колебательный разряд конденсатора 

Задача 6.20. Конденсатор емкости С, заряженный до разности по-

тенциалов 0V , разряжается через проводник с сопротивлением R и самоин-

дукцией L. Исследовать характер разряда. 
Решение. В процесс разряда конденсатора разность потенциалов на 

его обкладках переменна. Пусть в момент t эта разность V. Тогда разряд 

конденсатора Q в этот момент будет 

 CVQ = . 

Дифференцируем это соотношение 

 
dt

dV
C

dt

dQ
=  

и с учетом 
dt

dQ
i −=  получаем 
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dt

dV
Ci −= .   (6.57) 

В любой момент t цепи действуют две противоположные электро-

движущие силы:  напряжение конденсатора V и самоиндукция 
dt

di
L− . Об-

щая электродвижущая сила будет 

 
dt

di
LVE −= .   (6.58) 

По закону Ома EiR = . Подставляя это соотношение в левую часть 

(6.58), получим 

 
dt

di
LViR −=  

или с учетом зависимости (6.57) 

 
2

2

dt

Vd
LCV

dt

dV
RC +=− , 

откуда ДУ процесса 

 02 2

2

2

=++ Vk
dt

dV
h

dt

Vd
,   (6.59) 

где 
L

R
h

2
= ,  

CL
k

12 = . 

Характеристическое уравнение 

 02
22 =+λ+λ kh 02 22 =++ khλλ  

имеет корни 

 
22

2,1 khh −±−=λ . 

Исследуем три возможных случая. 

1. Сопротивление R мало, т. е. 0
22 <− kh  или 

C

L
R 2< . 

Общее решение ДУ (6.59) в этом случае 

 )cossin( 21 ptCptCeV
ht += −

,   (6.60) 

где 
2

2
22

4

1

L

R

CL
hkp −=−= ; 21,CC  – произвольные постоянные. 
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Начальные условия: при 0=t   0VV = , 0=−=
dt

dV
Ci ; откуда 

 10 210 ⋅+⋅= CCV , 02 VC =  

и так как 

 )sincos()cossin( 2121 ptpCptpCeptCptChe
dt

dV ptht −++−= −−
, 

то 

 pChC 120 +−=    или   
p

hV
C

p

h
C 0

21 == . 

Подставляем полученные значения 1C  и 2C  в (6.60) и получаем 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= −

ptpt
p

h
eVV

ht
cossin0 . 

Вводим вспомогательный угол ϕ соотношением 

 
p

h
=ϕctg . 

Тогда разряд совершается по закону 

 )sin(
sin

0 ϕ+
ϕ

= −
pte

V
V

ht
. 

Затухающие колебания в цепи происходят с периодом 

 

2

2

4

1

22

L

R

CL

p
T

−

π
=

π
= . 

При достаточно малом R, которым можно пренебречь, получаем 

формулу Томсона для периода колебательного разряда 

 CLT π= 2 . 

2. Сопротивление R велико, т. е. 0
22 >− kh  или 

C

L
R 2> . 

Общее решение ДУ (6.59) принимает вид 

 
thqthq

eCeCV
)(

2

)(

1

−−− += ,   (6.61) 

где 22 khq −= . 



 

 83

При тех же начальных условиях имеем 

 
⎭
⎬
⎫

=+−−
=+

,0)()(

,

21

021

ChqChq

VCC
 

откуда 

 01
2

V
q

hq
C

+
= ,  02

2
V

q

hq
C

−
= . 

Подставляя найденные значения 1C  и  2C  в (6.61), получим 

 ])()[(
2

0 qtqtht
ehqehqe

q

V
V

−− −++= . 

В этом случае разряд происходит апериодически. Разность потен-

циалов V асимптотически приближается к нулю. 

3. При 022 =− kh  сопротивление 
C

L
R 2= . 

Общее решение ДУ (6.59) будет 

 )( 21 tCCeV ht += −
. 

При тех же начальных условиях постоянные 21 ,CC  имеют значения 

01 VC = , 02 hVC = . 

Поэтому 

 )1(0 hteVV ht += −
. 

Разряд происходит апериодически, а разность потенциалов V стре-
мится к нулю. 

Изменяя постепенно сопротивление R цепи, можно переходить от 
одного вида разряда к другому. 

6.21. Вынужденные колебания механических систем 

Задача 6.21. Определить закон движения частицы массы m под влия-

нием восстанавливающей силы, прямо пропорциональной удалению х час-
тицы от центра притяжения, силы сопротивления и внешней силы 

)sin( 0ϕ+= qtcF  в случае малого сопротивления. 

Решение. На частицу действуют следующие силы: восстанавливаю-

щая сила axf −= , сила сопротивления 
dt

dx
bbFC −=υ−=  (знак минус в 

обоих случаях обусловлен направлением сил против движения частицы) и 

внешняя сила )sin( 0ϕ+= qtcF . Постоянные а и b – коэффициенты про-

порциональности ( )0,0 >> ba . 
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На основании второго закона Ньютона ДУ движения 

 )sin( 02

2

ϕ++−−= qtc
dt

dx
bax

dt

xd
m  

или 

 )sin(2 0

2

2

2

ϕ+=++ qtcxk
dt

dx
h

dt

xd
,   (6.62) 

где 
m

b
h =2 ,  

m

a
k =2 . 

Уравнение (6.62) является линейным ДУ 2-го порядка с постоян-

ными коэффициентами. 

Характеристическое уравнение: 

 02
22 =+λ+λ kh  

имеет корни 

 
22

2,1 khh +±−=λ . 

Так как по условию задачи сопротивление мало, то 022 <− kh , и 

корни будут комплексные 

 iph ±−=λ 2,1 , 

где 22
hkp −= . 

В этом случае общее решение соответствующего однородного 

уравнения есть 

 )sincos( 210 ptCptCex ht += −
 

или 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= −

ptpt
C

C
ecx

ht
sincos

2

1
20 . 

Вводя вспомогательный угол ϕ соотношением 

 ϕ= tg
C

C

2

1 , 

имеем 

 )sincoscos(sin
cos

2
0 ptpte

C
x

ht ϕ+ϕ
ϕ

= −
. 
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Обозначая 

 A
C

=
ϕcos

1 , 

получим 

 )sin(0 ϕ+= − ptAex ht
. 

Правая часть уравнения (6.62) имеет специальный вид, поэтому его 

частное решение будем находить в форме 

 )sin()cos( 00 ϕ++ϕ+= qtNqtMx . 

Производные этой функции равны: 

 )cos()sin( 00 ϕ++ϕ+−= qtNqqtMq
dt

xd
, 

 )sin()cos( 0

2

0

2

2

2

ϕ+−ϕ+−= qtNqqtMq
dt

xd
. 

Подстановка этих выражений в (6.62) дает равенство: 

)sin()sin()cos(

)cos(2)sin(2)sin()cos(

00

2

0

2

000

2

0

2

ϕ+=ϕ++ϕ++

+ϕ++ϕ+−ϕ+−ϕ+−

qtcqtNkqtMk

qthNqqthMqqtNqqtMq
 

или 

 
).sin()sin()2(

)cos()2(

00

22

0

22

ϕ+=ϕ+−−+

+ϕ+−+

qtcqthMqNqNk

qtMqMkhNq
 

Приравнивая соответствующие коэффициенты, получим систему 

уравнений 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=−+

.2

,02

22

22

chMqNqNk

MqMkhNq
 

Решая ее, находим значения М и N: 

 
22222

4)(

2

qhqk

hqc
M

+−
−= ,  

22222

22

4)(

)(

qhqk

cqk
N

+−

−
= . 

Таким образом, общее решение ДУ (6.62): 

 

)].cos(2

)sin()[(
4)(

)sin(

0

0

22

22220

ϕ+−

−ϕ+−
+−

+ϕ+=+= −

qthq

qtqk
qhqk

c
ptAexxx

ht
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Вводя угол 1ϕ  соотношением 

 
221

2
tg

qk

hq

−
=ϕ  

и обозначая 

 B
qhqk

qkc
=

ϕ−

−

1

22222

22

cos]4)[(

)(
, 

окончательно получим 

 )sin()sin( 10 ϕ−ϕ++ϕ+= − qtBptAex ht
.   (6.63) 

Колебательное движение, описываемое функцией (6.63), состоит из 
двух частей: свободного (собственного) колебания )sin(0 ϕ+= − ptAex ht

 и 

вынужденного колебания )sin( 10 ϕ−ϕ+= qtBx . Первая часть оказывает 
существенное влияние на общее колебание только при малом t, т. е. в пер-

вое время движения. Это объясняется тем, что множитель hte−  с возраста-
нием t быстро стремится к нулю. Таким образом, первая часть имеет зна-
чение только во время установления процесса. В дальнейшем величина х 
почти исключительно определяется вторым слагаемым, которое дает закон 

установившегося вынужденного движения. 

ГЛАВА 7  

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

Задача 7.1. Радиус-вектор любой точки кривой меньше длины подка-
сательной на величину абсциссы точки касания. Найти уравнение кривой, 

если она проходит через точку (–3, 4). 

Решение. Радиус-вектор любой точки кривой равен 22 yx + . Длина 

подкасательной равна 
dy

dx
y . По условию задачи ДУ искомого семейства 

 x
dy

dx
yyx −=+ 22  

или 

 1

2

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

y

x

y

x

dy

dx
. (7.1) 
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Уравнение (7.1) является однородным ДУ 1-го порядка, которое 
можно привести к уравнению с разделяющимися переменными с помощью 

подстановки 

 z
y

x
= , 

откуда 

 yzx = , zy
dy

dz

dy

dx
+= .  (7.2) 

Подстановка выражения (7.2) в (7.1) дает уравнение 

 1
2 += zy

dy

dz
, 

которое после разделения переменных принимает вид: 

 
y

dy

z

dz
=

+12
. (7.3) 

Интегрируем выражение (7.3): 

 yCzz lnln1ln 2 =+++ , 

откуда 

 )1( 2 ++= zzCy .  (7.4) 

Общее решение (7.4) преобразуем следующим образом: 

 1
2 +=− zCCzy  

или 

 )1(2 22222 +=+− zCzcyCzy , 

откуда 

 22 2 CCxy += . 

Начальные условия: точка (-3, 4) лежит на кривой, т. е. 

 2)3(216 CC +−= , 

откуда 

 81 =C , 22 −=C . 
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Итак, получаем две параболы: 

 64162 += xy    и    442 +−= xy . 

Задача 7.2. Найти кривую, для которой площадь, заключённая меж-

ду осью абсцисс, кривой и двумя ординатами, одна из которых постоянная, 

а другая переменная, равна отношению куба переменной ординаты к пере-
менной абсциссе (рис. 7.1). 

Решение. Пусть ),( yxM  – произ-
вольная точка на кривой. Площадь кри-

волинейной трапеции равна ∫
x

x

ydx
0

.  

По условию 

 
x

y
ydx

x

x

3

0

=∫ .  (7.5) 

Берём производную от обеих частей 

равенства (7.5) и тогда 
 

 
2

323

x

yxyy
y

−′
= , 

откуда 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

x

y

y

x

dx

dy

3

1
.  (7.6) 

Однородное ДУ (7.6) подстановкой 
x

y
u = , ux

dx

du

dx

dy
+=  приводим к 

уравнению 

 
221

3

u

udu

x

dx

−
= . 

Общее решение уравнения (7.6) имеет вид 

 
4

ln
12ln

4

3
ln 2 C

ux =−+  

и после потенцирования запишется так 

 Cux =− 324 )12( . 

Переходя к переменной y, получаем окончательно для общего решения 

 2322 )2( Cxxy =− . 

 y 

0 x0 x 

M(x,y) 

 

Рис. 7.1 
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Задача 7.3. Найти кривую, проходящую через точку (1, 1), у кото-

рой отрезок, отсекаемый касательной на оси ординат, равен абсциссе 

точки касания (рис. 7.2). 
 

Решение. Уравнение касательной, 

проведённой к кривой, в точке ),( yxM  

имеет вид 

))(( xXxyyY −′=− ,       (7.7)

где угловой коэффициент касательной,  

т. е. тангенс угла её наклона к оси абс-
цисс, равен значению производной y′  в 

точке касания M . 

Точка B  пересечения касательной 

с осью ординат имеет координаты, удов-

летворяющие системе: 

 
⎩
⎨
⎧

=
−′=−

;0

),(

X

xXyyY
 

откуда 

 xyyOBY ′−== . 

По условию xOAOB == . 

Тогда получаем уравнение 

 xxyy =′−  

или 

 1−=−
x

y

dx

dy
,  (7.8) 

которое является линейным ДУ 1-го порядка. 
Применяем подстановку 

 ϑ= uy , 
dx

d
u

dx

du

dx

dy ϑ
+ϑ= . 

Тогда уравнение (7.8) приводим к виду 

 1−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ϑ+

ϑ
x

u

dx

du

dx

d
u . 

Неизвестные функции u  и ϑ  находим из уравнений: 

а) 0=−
x

u

dx

du
 или после интегрирования xu = ; 

 y 

B 

0 A

M(x,y) 

x
 

Рис. 7.2 
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б) 1−=
ϑ

dx

d
x  или после интегрирования 

x

C
ln=ϑ . 

Общее решение уравнения (7.8) равно: 

 
x

C
xuy ln=ϑ= . 

Начальное условие: точка (1, 1) лежит на кривой; отсюда 

 
1

ln11
C

⋅=  или eC = . 

Уравнение кривой будет 

 )ln1()ln(lnln xxxex
x

e
xy −=−== . 

Задача 7.4. В точке с ординатой 2 кривая наклонена к оси ОУ под 

углом 45º. Касательная отсекает от оси абсцисс отрезок, равный квадрату 

ординат точки касания. Найти уравнение этой кривой. 

Решение. Из уравнения касательной (7.7) следует, что отрезок, отсе-
каемый её на оси абсцисс, равен 

 
y

yxy
X

′
−′

= , 

так как 0=Y . По условию задачи: 

 2y
y

yxy
=

′
−′

. 

Поэтому ДУ искомого семейства: 

 y
y

x

dy

dx
−=− .  (7.9) 

Уравнение (7.9) является линейным относительно x . Для решения 

используем подстановку 

 ϑ= ux , 
dy

d
u

dy

du

dy

dx ϑ
+ϑ= . 

Тогда уравнение (7.9) принимает вид: 

 y
ydy

d
u

dy

du
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ϑ
−

ϑ
+ϑ . 
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Функцию ϑ  находим из уравнения 

 0=
ϑ

−
ϑ

ydy

d
; 

откуда 
 y=ϑ . 

Из уравнения: 

 y
dy

du
−=ϑ  

или 

 1−=
dy

du
 

получаем Cyu +−= . 

Общее решение уравнения (7.9) равно: 

 )( Cyyux +−=ϑ=  

или 

 0
2 =−+ yCyx . (7.10) 

Дополнительное условие: при 2=y   =
dy

dx
tg45º = 1. Дифференцируя 

почленно (7.10) по у, имеем 

 yC
dy

dx
2−=  

и частное значение этой производной при 2=y  равно 

 5,14
2

==−=
=

CC
dy

dx

y

, 

откуда 

 14 =−c , 5=c . 

Уравнение искомой кривой: 

 05
2 =−+ yyx . 

Задача 7.5. Площадь треугольника, образованного радиус-вектором 

любой точки кривой, касательной в этой точке и осью абсцисс, равна 2. 

Найти уравнение кривой, если она проходит через точку (2, –2) (рис. 7.3). 
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Решение. Основанием треуголь-

ника ОМА является отрезок ОА, отсе-
каемый касательной на оси ОХ. Ана-
логично задаче 4 для ОА найдём вы-

ражение 
dy

dx
yx − . Высотой треуголь-

ника будет ордината y . Площадь тре-
угольника равна: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

dy

dx
yxyyOA

2

1

2

1
. 

По условию задачи: 

 2
2

1
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

dy

dx
yxy , 

откуда ДУ искомого семейства: 

 
2

4

yy

x

dy

dx
−=− .  (7.11) 

Уравнение (7.11) является линейным относительно x , а его решение 
ищем в виде ϑ= ux . Тогда 

 
dy

d
u

dy

du

dy

dx ϑ
+ϑ= . 

Неизвестные функции ,u  ϑ  определяем из уравнений: 

а) 0=−
y

u

dy

du
 или после интегрирования yu = ; 

б) 
2

4

ydy

d
y −=

ϑ
 или после интегрирования C

y
+=ϑ

2

2
. 

Искомое общее решение уравнения (7.11) будет равно: 

 
y

CyC
y

yux
22

2
+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=ϑ= . 

Начальное условие: кривая проходит через точку (2,–2), откуда 

 
2

2
)2(2

−
+−= C  

и 

 
2

3
−=C . 

 y 

O x 

y 
Y = f(x) 

M(x,y) 

A x
 

Рис. 7.3 
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Уравнение искомой кривой 

 0423 2 =−+ xyy . 

Задача 7.6. В точке (1, –2) касательная к кривой параллельна оси 

абсцисс. В любой точке радиус кривизны R  равен квадрату абсциссы этой 

точки. Найти уравнение кривой. 

Решение. Кривизна линии в произвольной точке определяется выра-
жением 

 [ ] 232
)(1 y

y
K

′+

′′
= . 

Радиус кривизны 
K

R
1

=  и по условию задачи 2xR = . Поэтому ДУ 

искомого семейства кривых будет 

 
[ ] 2

232
)(1

x
y

y
=

′′
′+

.  (7.12) 

Это ДУ 2-го порядка типа ),( yxfy ′=′′ ; поэтому полагаем Py =′ ,  

тогда 
dx

dP
y =′′  и уравнение (7.12) принимает вид 

 ( ) 2322

1 P

dP

x

dx

+
= .  (7.13) 

Интеграл в правой части (7.13) 

 ( ) ( )∫∫
−

+=
+

dPP
P

dP 232

232
1

1

 

представляет собой интеграл dxxbxaS mkn
)( + от дифференциального би-

нома с параметрами: 0=m , 2=n , 
2

3
−=k . Так как 

 1
2

3

2

11
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=+

+
k

n

m
 

является целым числом, то применяется подстановка 122 += −Pz . Тогда 

 ( ) ∫∫
+

==−=+
−

2
2

232

1

1
1

P

P

zz

dz
dPP . 
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Следовательно, общее решение ДУ (7.13) имеет вид 

 
2

1

1

1

P

P

x
C

+
=− .  (7.14) 

Постоянную интегрирования 1C  определяем из условия: в точке (1, –2) 

касательная к кривой параллельна оси абсцисс, т. е. при 1=x , 0== P
dx

dy
,  

откуда 

 
2

1

01

0

1

1

−
=−C    или   11 =C . 

Решение (7.14) принимает вид 

 
21

1
1

P

P

x +
=− , 

где 
dx

dy
P = ; откуда 

 
12

1

−
−

=
x

x

dx

dy
. 

Интегрируя далее, получим 

 12)2(
3

1
2 −−=+ xxCy . 

Так как кривая проходит через точку (1,–2), то 

 112)1(
3

1
2 2 −⋅−=+− C  и 

3

5
2 =C . 

Итак, уравнение искомой кривой 

 512)2(3 −−−= xxy . 

Задача 7.7. Длина нормали в любой точке кривой равна радиусу кри-

визны R  кривой в этой точке. Найти уравнение кривой, касательная к ко-

торой параллельна оси абсцисс в точке (0, 1). 

Решение. Длина нормали 21 yy ′+ . По условию задачи она равна 

радиусу кривизны 
[ ]

y

y
R

′′
′+

=
232

1
 (см. задачу 7.6). Поэтому ДУ искомого 

семейства кривых: 
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[ ] 2

232

1
1

yy
y

y ′+=
′′
′+

 

или 

 
y

y
y

′′
′+

=
2

1
.  (7.15) 

Это ДУ 2-го порядка типа ),( yyfy ′=′′  и, следовательно, Py =′ , 

dy

dP
Py =′′ . Тогда из (7.15) получаем: 

 
y

dy

P

PdP
=

+ 21
, 

общий интеграл которого равен 

 yCP 1
21 =+ .  (7.16) 

Произвольную постоянную определим из условия: при 1=y , 

0==
dx

dy
P ; 101 1

2 ⋅=+ C  или 11 =C . 

Поэтому (7.16) теперь принимает вид 

 yy =′+ 21  

или 

 dx
y

dy
=

−1
2

. 

После интегрирования получаем 

 ( ) 2
2 1ln Cxyy +=−+ . 

Кривая проходит через точку (0, 1), т. е. 0=x , 1=y , поэтому 02 =C . 

Итак, уравнение искомой кривой: 

 ( )1ln 2 −+= yyx . 

Задача 7.8. Нормаль отсекает на оси абсцисс отрезок, равный квад-

рату радиуса-вектора любой точки кривой. Найти уравнение кривой, если 

она проходит через точку (0, 3). 

Решение. Отрезок 0x , отсекаемый нормалью на оси ОХ, равен абс-
циссе точки пересечения нормали с осью ОХ. Координаты этой точки 

удовлетворяют системе уравнений: 
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

−−=−

,0

),(

0

00

y

xx
dy

dx
yy

 

образованной уравнением нормали и уравнением оси ОХ. Решая систему, 

получим 

 
dx

dy
yxx +=0 . 

Квадрат радиус-вектора любой точки равен 22 yx + . По условию 

задачи имеем ДУ искомого семейства: 

 22 yx
dx

dy
yx +=+ ,  (7.17) 

которое преобразуется в уравнение Бернулли 

 12 )( −−=− yxxy
dx

dy
.  (7.18) 

Выполним замену 2yz = ; откуда zy = , 
z

dz
dy

2
= . Подставляем эти 

значения в (7.18) и тогда получаем линейное уравнение 

 )(22 2 xxz
dx

dz
−=− , 

которое в результате подстановки ϑ= uz , 
dx

d
u

dx

du

dx

dz ϑ
+ϑ=  приводится к 

виду 

 )(22
2

xx
dx

du

dx

d
u −=ϑ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϑ−
ϑ

. 

Будем искать такую функцию u, которая обращала бы в нуль первое 
выражение в скобках. Для этого решаем уравнение 

 02 =− ϑϑ
dx

d
, 

откуда xe2=ϑ . 

Тогда  

 )(2 22 xx
dx

du
e x −=  

и 

 ∫ −= − dxexxu x22 )(2 . 
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Интеграл в правой части последнего равенства находится интегриро-

ванием по частям: 

 ( )∫ ∫−==∫ −= − tdmmtmdtdxexxu x 22)(2 22 , 

где xxm −= 2 , dxxdm )12( −= , dxedt x2−= , xet 2

2

1 −−= . 

Тогда 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−−= ∫

−−
dxexexxu

xx 222
)12(

2

1
)(

2

1
2  

и, применяя к последнему интегралу ещё раз интегрирование по частям, 

имеем 

 Cexu
x +−= −22

; 

откуда 
 

22 xCeuz x −=ϑ= , 

а общее решение ДУ (7.18) ввиду соотношения 2yz =  примет вид 

 
x

Ceyx
222 =+ . 

Так как кривая проходит через точку (0, 3), то 

 0222 30 •=+ Ce  
или 

 9=C . 

Уравнение искомой кривой: 

 xeyx 222 9=+ . 

ГЛАВА 8  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

В ИНЖЕНЕРНЫХ ЗАДАЧАХ 

8.1. Упругая линия балок 

Задача 8.1. Расстояние между рельсами железнодорожного пути 

равно С. Наибольшая нагрузка от тепловоза на каждый рельс составляет Р. 

Поперечный брус железнодорожного моста лежит на двух фермах, распо-

ложенных на расстоянии l друг от друга. Момент инерции площади сече-
ния бруса J, модуль упругости E. Найти уравнение упругой линии бруса 
(рис. 8.1). 
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Решение. Мерой изгиба балки может служить кривизна ее упругой 

линии. Радиус кривизны R упругой линии для балок любого сечения  

 
)(xM

EJ
R = , 

где E  – модуль упругости балки, J  – момент инерции поперечного сече-
ния; )(xM  – изгибающий момент для данного сечения, равный алгебраи-

ческой сумме моментов всех внешних сил, приложенных к брусу с одной 

стороны сечения. 

Обычно изгибы балок малы, и упругая линия мало отклоняется  

от оси абсцисс. Поэтому в любой ее точке угловой коэффициент касатель-

ной 
dx

dy
 весьма мал и в выражении для радиуса кривизны 

y

y
R

′′
′+

=
232

)1(
 

можно пренебречь величиной 2y′ . 

Отсюда на основании формулы 
)(xM

EJ
R =  ДУ упругой линии в уп-

рощенном виде: 

 
)(

1

xM

EJ

y
=
′′

 

или 

 
EJ

xM

dx

yd )(
2

2

= .  (8.1) 

Поперечный брус представляет собой балку на двух опорах А и В, 

нагруженную двумя сосредоточенными силами Р, приложенными в точках 

Д и Е. 

 

 l 

P P
a 

D E
N 

A x B

x 

c

F

y  

Рис. 8.1 
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Реакция опор PN = . 

Для любого сечения F  на участке ДЕ изгибающий момент 
 )()( xlPxalPM −−−−=  

или 

 PaM −= . 

Дифференциальное сечение упругой линии принимает вид 

 
EJ

Pa

dx

yd
−=

2

2

.  (8.2) 

Интегрируя дважды уравнение (8.2), получим общее решение 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++−= 21

2

2
CxC

x

EJ

Pa
y .  (8.3) 

Из начальных условий: 0=x , 0=y  и lx = , 0=y  следует 

 
2

1

l
C −= , 02 =C .  (8.4) 

Подставляя (8.4) в общее решение (8.3), получим уравнение упругой 

линии участка ДЕ 

 )(
2

xl
EJ

Pax
y −= . 

Так как 
2

cl
a

−
= , то искомое уравнение упругой линии бруса имеет 

вид 

 )(
4

)(
xl

EJ

xclP
y −

−
= . 

Задача 8.2. Консольная стальная балка длиной l  нагружена сосредо-

точенной силой P  в конце B . Найти уравнение упругой линии (кривой из-
гиба) и определить величину прогиба конца балки (модуль упругости E , 

момент инерции J ) (рис. 8.2). 

Решение. Определяем изгибающий момент M  для сечения с цен-

тром в точке ),( yxN . В данном случае M  равен моменту силы P  относи-

тельно точки N, взятому со знаком плюс (сила приложена справа от сече-
ния и вращает правую часть балки по часовой стрелке), т. е. 

 )( xlPM −= .  (8.5) 
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A x 

P

N(x,y)

y 

h 

x 

 

Рис. 8.2 

Подставляя выражение (8.5) в уравнение (8.1), получаем ДУ упругой 

линии: 

 )(
2

2

xl
EJ

P

dx

yd
−= .  (8.6) 

Непосредственным интегрированием находим 

 ∫ +
−

−=−−−= 1

2

2

)(
)()( C

xl

EJ

P
xldxl

EJ

P

dx

dy
, 

откуда общее решение 

 21

3

6

)(
CxC

xl

EJ

P
y ++

−
= .  (8.7) 

Константы С1 и С2 определяем из начальных условий: на конце A  

балки 0=x , 0=y  и 0=
dx

dy
. Отсюда 

 
2

2

1

l

EJ

P
C = , 

6

3

2

l

EJ

P
C −= . 

Подставляя значения 1C  и 2C  в общее решение (8.7), получим иско-

мое уравнение упругой линии: 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

32

3
2 x

lx
EJ

P
y .  (8.8) 

Прогибом балки называется ордината упругой линии в рассматри-

ваемом сечении. Величина прогиба h  на конце балки B  получается из 
(8.8) при х = l: 

 
EJ

Pl
h

3

3

= . 
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8.2. Балка на двух опорах 

Задача 8.2. На двух опорную балку OA  длиной l  действует сосредото-

ченная сила P , приложенная к точке B  на расстояниях 1l  и 2l  от концов. 
Найти уравнение упругой линии и определить прогиб h  в точке B  (рис. 8.3). 

 

С 

x 

0 

N1 

l1 l2

l

N2 

A B D

h

η

ξ

Py 

x 
y 

 

Рис. 8.3 

Решение. Для определения неизвестных опорных реакций 1N  и 2N  

напишем в точках O и A  уравнения моментов действующих сил относи-

тельно этих опор: 

 21 PllN =  и 12 PllN = , 

откуда 

 
l

Pl
N 2

1 =  , 
l

Pl
N 1

2 = . 

Составим уравнение для изгибающего момента. В любом сечении 

),( yxC  части OB  балки получим  

 )()( 21 xlNxlPM −−−=  

или 

 )()( 1 xl
l

Pl
xlPM −−−= .  (8.9) 

В любом сечении ),( ηξD  части BA  балки имеем: 

 )()( 1
2 ξ−−=ξ−−= l

l

Pl
lNM .  (8.10) 
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Момент (8.9) и (8.10) подставляем в ДУ упругой линии (8.1) и полу-

чим два разных ДУ соответственно для частей OB  и BA  балки: 

 )()( 1
12

2

xl
lEJ

Pl
xl

EJ

P

dx

yd
−−−= , )(1

2

2

ξ−−=
ξ

η
l

lEJ

Pl

d

d
. 

Решая оба эти уравнения, получим для левой части балки: первый 

интеграл 

 1

212

1 )(
2

)(
2

Cxl
lEJ

Pl
xl

EJ

P

dx

dy
+−+−−= ; 

второй интеграл, т. е. общее решение, 

 21

313

1 )(
6

)(
6

CxCxl
lEJ

Pl
xl

EJ

P
y ++−−−= . 

Для правой части балки: первый интеграл 

 3

21 )(
2

Cl
lEJ

Pl

d

d
+ξ−=

ξ
η

, 

второй интеграл, т. е. общее решение, 

 43

31 )(
6

CCl
lEJ

Pl
+ξ+ξ−−=η . 

Начальные условия на опорах O  и A : 

1) 0=x  и 0=y ;  

2) l=ξ  и 0=η ; 

в точке B  приложения P : 

3) 1lx =ξ= , η=y  (общая ордината); 

4) 1lx =ξ= , 
ξ
η

=
d

d

dx

dy
 (общая касательная). 

Подставив начальные условия в первые и вторые интегралы, найдем: 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=+=+

−=−=

.,

,),(
6

3134112

34

2

1

21
2

CClCClCC

lCCll
EJ

Pl
C

  (8.11) 

Решение системы (8.11): 

 )(
6

2

1

21
32 ll

EJl

Pl
CC −−== , 

 )(
6

2

1

21
42 ll

EJ

Pl
CC −== . 
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Подставляем найденные значения постоянных в общее решение и 

получаем уравнение упругой линии для левой части балки 

 )(
6

6 2

2

232 xlxlx
EJl

l
y −+−= , 

для правой части балки 

 )32(
6

2

1

2

1

2221 llxlll
EJl

Pl
−+ξ−ξ+ξ=η . 

Стрела прогиба h  при 1lx =ξ= : 

 
EJl

lPl
hy

3

2

2

2

1==η= . 

Задача 8.4. Балка на двух опорах длиной l  прогибается под действием 

равномерно распределенной нагрузки, общий вес которой равен P .  

Определить уравнение упругой линии и прогиб в середине пролета (рис. 8.4). 

 

0

l

C

x
B

x 

y

2

P

2

l

ξ dξ

 

Рис. 8.4 

Решение. Опорные реакции равны 
2

P
; на единицу длины приходится 

нагрузка 
l

P
− . 

Рассмотрим сечение C  балки на расстоянии x  от начала координат. 

Вправо от сечения сила 
2

P
 дает момент: 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − x

lP

22
. 
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Вычислим момент относительно сечения C , создаваемый равномер-

но распределенной нагрузкой. Нагрузка на элемент длины балки ξ�d  с абс-

циссой ξ  имеем величину ξ− d
l

P
, а ее момент относительно сечения C  

будет ξ−ξ− d
l

P
x)( . Полный момент всей нагрузки, соответствующей час-

ти балки CB  равен 

 ∫ ξ−ξ−
2

)(

l

x

d
l

P
x . 

Следовательно, суммарный момент 

 ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ξ−ξ−= ∫ l

xlPP
x

l
d

l

P
xxM

l

x

22

4222
)( . 

Как известно, ДУ изогнутой балки (см. (8.1)): 

 
EJ

xM
y

)(
=′′ , 

где E  – модуль упругости, J  – момент инерции. 
Для условий задачи это уравнение принимает вид 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=′′

l

xl

EJ

P
y

2

42
. 

Начальные условия: при 0=x , 0=y , 0=′y . 

Решая уравнения (8.12) при данных начальных условиях, получаем 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=′ ∫ l

xlx

EJ

P
dx

l

xl

EJ

P
y

x

34242

3

0

2

, 

и общее решение 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

l

x
lx

EJ

P

l

xlx

EJ

P
y

4
2

42
2

3
481282

. 

Стрела прогиба в середине пролета ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

2

l
x  равна 

 
EJ

Pll

l

l
l

EJ

P
h

384

5

16

2

4
3

48

342

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= . 
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8.3. Продольный изгиб прямого стержня 

Задача 8.5. Определить критическую нагрузку стержня длиной l,  
если его оба конца подвижны, но не могут сходить с первоначальной неис-
кривленной оси OX стержня. 

Решение. Критическим называется значение силы P , при котором 

начинается искривление оси стержня. Для любого сечения изгибающий 

момент 

 PyM −= . 

Тогда ДУ упругой линии (8.1) будет иметь вид 

 y
EJ

P

dx

yd
−=

2

2

,  (8.13) 

где E  – модуль упругости, J  – момент инерции площади поперечного се-
чения стержня. 

ДУ (8.13) можно преобразовать к виду 

 0
2

2

2

=+ yq
dx

yd
,  (8.14) 

где 
EJ

P
q =2

. 

Характеристическое уравнение для ДУ (8.14): 

 0
22 =+λ q  

имеет комплексные корни iq±=λ 2,1 . 

Поэтому общее решение ДУ (8.14) записывается в виде 

 qxCqxCy cossin 21 += . (8.15) 

Граничные условия: так как концы стержня должны оставаться на 
оси X, то при 0=x  0=y  и при lx =  0=y . Отсюда 

 
⎭
⎬
⎫

⋅+⋅=
⋅+⋅=

)cos()sin(0

),0cos()0sin(0

21

21

lqClqC

qCqC
 

или 

 02 =C , 0)sin(1 =qlC . 

Для искривления необходимо, чтобы 01 ≠C  (при 01 =C  0=y , т. е. 
упругая линия совпадает с осью OX  и стержень не искривлен), следова-
тельно,  
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 0)sin( =ql , 

откуда 

 π= nql    или   
l

n
q

π
= , 

где n  – любое целое число. 

Итак, уравнение упругой линии 

 x
l

n
Cy

π
= sin1 . 

При 0=n  0=y , т. е. получаем упругую линию еще не искривленно-

го стержня. Поэтому стержень впервые искривится при 
l

q
π

=  ( 1=n ). Это 

и будет критическое значение: 
l

qêð
π

= . 

С другой стороны, 

 
EJ

P
q = . 

Поэтому 

 
EJ

P
q kp

kp = , 

откуда 

 
lEJ

Pkp π
=  

или 

 
2

2

l

EJ
Pkp π= . 

Таким образом критическая нагрузка стержня имеет величину 

 
2

2

l

EJ
Pkp

π
=  

и возрастает при уменьшении длины стержня. 
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