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1. Возрастание и убывание функции. 

Максимумы и минимумы функции 

Пример 1. Найти промежутки возрастания и убывания функции 

,132
3

2
3

++−= xx
x

y  найти экстремумы. 

 

Решение 
Первый способ 

Найдем производную данной функции: 

 .342 +−=′ xxy  

Теперь определим критические точки: 

 .3,1,034 21

2 ==⇒=+− xxxx  

Производная непрерывна на всей числовой оси, поэтому других 

критических точек нет. 
Исследуем как меняется знак у производной при переходе через 

точки 3,1 21 == xx : 

 +−+

x
1 3 

 

То есть на интервале )1;(−∞  функция возрастает, −)3;1( убыва-
ет, −∞+ );3(  возрастает. 

Так как y′  при переходе через точку 1=x  меняет знак с «+» на 
« », то точка 1=x  является максимумом (max); при переходе через 
точку 3=x  производная меняет знак с « » на «+», то −= 3x  мини-

мум (min). 

Второй способ 

Найдем 42 −=′′ xy : 

 ,02412)1( <−=−⋅=′′y т. е. −=1x  max. 

 ,02432)3( >=−⋅=′′y  т. е. x = 3 – min. 
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ЗАДАНИЯ 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции на задан-
ных отрезках: 

1) [ ]4;1,
4

4
2x

xy −−= ;  5) [ ]5;1,11232 23 −+−+= xxxy ; 

2) [ ]4;0,2 xxy −= ;  6) [ ]3;3,
52

)3(2
2

2

−
+−

+=
xx

x
y ; 

3) [ ]2;1,
22

1010
2

−
++

+=
xx

x
y ;  7) ]2;0(,tg2 2 π−= xtgxy ; 

4) [ ]4;0,
1

1

+
−=

x

x
y ;  8) [ ]2;2,2sin ππ−−= xxy . 

Определить промежутки возрастания и убывания функции: 

9)   
2

41 xxy −−= ;  12) xxy ln2
2 −= ; 

10) 
2

)1(

1

−
=

x
y ;  13) 

x
exy −= ; 

11) xxy sin+= ;  14) )1arcsin( xy += . 

Исследовать на экстремум следующие функции: 

15) 3 22
)1( −= xy ;  18) 

2

3
4

x

x
y

−
= ; 

16) xxy
2

ln= ;  19) 
3

3

+
=

+

x

e
y

x

; 

17) 
x

exy
−= 2

;  20) 
xx

y
−

=
19

34
. 

2. Выпуклость вверх и выпуклость вниз кривой. 

Точки перегиба 

Пример 2. Установить интервалы выпуклости кривой .1
2

xy −=  

Решение 
Найдем вторую производную данной функции: 

 02;2 <−=′′−=′ yxy . 
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Следовательно, заданная кривая всюду имеет выпуклость вверх 

(рис. 1). 

 y  y

x x1−  0  1  0

1

 

Рис. 1 Рис. 2 

Пример 3. Установить интервалы выпуклости кривой .
x

ey =  

Решение. Вычислим вторую производную данной функции: 

 ,0, <=′′=′ xx eyey  

т. е. кривая всюду имеет выпуклость вниз (рис. 2). 

Пример 4. Найти точки перегиба функции .3xy =  

Решение. Найдем вторую производную функции :3xy =  

 .6,3
2

xyxy =′′=′
 

 

 

Рис. 3 

При 0<x  0<′′y ; при ,00 >′′> yx  т. е. кривая при 0<x  имеет 
выпуклость вверх, а при −> 0x  выпуклость вниз. Следовательно, 

точка 0=x  является точкой перегиба (рис. 3). 

ЗАДАНИЯ 

Найти точки перегиба и интервалы выпуклости вниз и вверх 

графиков данных функций. 
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21) 535
23 −+−= xxxy ;   27) xxy sin−= ; 

22) 
2

)1( += xy ;   28) )1ln(
2

xy += ; 

23) 
x

xy
22 += ;   29) xxy −= arctg ; 

24) 
12

2

3

+
=

x

x
y ;   30) 1

6
ln −

+
=

x

x
y ; 

25) 
2

)1(

12

−

−
=

x

x
y ;   31) )0(,

3
22

3

>
+

= a
ax

x
y ; 

26) 
)4(

2

2

−
=

x

x
y ;   32) 

x
exy ++= 4

)1( . 

3. Асимптоты 

Пример 5. Найти асимптоты следующих функций: а) ;
1

1

−
=

x
y  

б) xy tg= . 

Решение 

1) ,
1

1
lim

1
∞=

−→ xx
 т. е. 1=x  и есть вертикальная асимптота (рис. 4). 

 y

x

1−

0  1  

y

x  
2

3π
−  

2

π
−  

2

π
 π

2

3π
 

 

Рис. 4  Рис. 5 

2) ,tglim

2

∞=
π+π±→

x
nx

 тогда ,,
2

5
,

2

3
,

2
K

π±=π±=π±= xxx  являют-

ся вертикальными асимптотами функции xy tg=  (рис. 5). 
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Пример 6. Найти асимптоты кривой .
12

x

x
y

+=  

Решение 
Найдем наклонные асимптоты: 

 ,1
1

limlim
2

2

1 =+==
+∞→+∞→ x

x

x

y
k

xx
 

 .0
1

lim
1

lim)(lim
2

11 ==





−+=−=

+∞→+∞→+∞→ x
x

x

x
xkyb

xxx
 

Следовательно, правая наклонная асимптота 11 bxky +=  или .xy =  

 ,1
1

limlim
2

2

2 =+==
−∞→−∞→ x

x

x

y
k

xx
 

 ,0
1

lim
1

lim)(lim
2

22 ==





−+=−=

−∞→−∞→−∞→ x
x

x

x
xkyb

xxx
 

т. е. левая асимптота совпадает с правой. 

Итак, кривая имеет наклонную асимптоту ,xy =  которая являет-
ся биссектрисой первого и третьего квадрантов. 

Определим вертикальные асимптоты: 

 ,
1

lim
2

0
∞=+

→ x

x

x
 т. е. −= 0x  вертикальная асимптота. 

Чтобы исследовать поведение кривой при приближении к верти-

кальной асимптоте, необходимо вычислить пределы слева и справа к 

ней (рис. 6). 

 

0 x

y

 

Рис. 6 
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 ,
1

lim)(lim
2

00
+∞=+=

+→+→ x

x
xy

xx
 

 .
1

lim)(lim
2

0
−∞=+=

−→−∞→ x

x
xy

xx
 

ЗАДАНИЯ 

Найти асимптоты данных линий. 

33) 

1
2

2

−
=

x

x
y ;  39) 

97

21
2

+
−

=
x

x
y ; 

34) 
2

3

)1(2 +
=

x

x
y ;  40) 

54

1
2 +−

=
xx

y ; 

35) 
2

4
1

x
x

y += ; 41) 
x

x
y

sin
= ; 

36) 
2

3

3 x

x
y

−
= ;  42) )1ln( xy += ; 

37) 
x

xey = ;  43) 
x

e
y

−
=

1

1
; 

38) 1
2

+= x
xey ;  44) 

1

92

2

2

−

−
=

x

x
y . 

4. Общий план исследования функций 

и построение графиков 

Под исследованием функции обычно понимается: 
1) нахождение области определения функции; 
2) нахождение точек разрыва функции; 
3) исследование функции на четность. 

Замечание: если функция четная, т. е. ),()( xfxf =−  то она симметрична 
относительно оси .Oy  Если функция нечетная, т. е. ),()( xfxf −=−  то функ-

ция симметрична относительно начала координат; 
4) исследование функции на периодичность (функция называет-

ся периодической с периодом ,T  если )()( xfTxf =± ); 

5) нахождение интервалов возрастания и убывания функции; 
6) нахождение точек минимума и максимума, а также мини-

мальных и максимальных значений функции; 
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7) нахождение областей выпуклости вверх и вниз графика, то-
чек перегиба; 

8) нахождение асимптот графика функции. 
Затем все данные заносятся в таблицу и строится график функции. 

Пример 7. Построить график функции .
12

3

−
=

x

x
y  

Решение 
1) найдем область определения заданной функции. Очевидно, 

что ,1 и 1 −≠≠ xx  т. е. функция определена );1()1;1()1;( ∞+∪−∪−−∞ ; 

2) точки разрыва функции: 1и1 −== xx ; 

3) ),(
11)(

)(
)(

2

3

2

3

xy
x

x

x

x
xy −=

−
−=

−−

−
=−  т. е. функция нечетная. 

Следовательно, график данной функции симметричен относительно 
начала координат; 

4) функция 
1

2

3

−
=

x

x
y  не является периодической; 

5) для нахождения интервалов возрастания и убывания функции, 
а также для нахождения экстремумов вычислим первую производную: 

 ,
)1(

3

)1(

2)1(3
22

24

22

422

−
−=

−
−−=′

x

xx

x

xxx
y  

 ,0)3(,0
)1(

3 22

22

24

=−⇒=
−

−
xx

x

xx
 

 .3;3;0 321 −=== xxx  

В точках 321   и, xxx   ,0=′y  в точках 1,1 54 −== xx  производная 

не существует. Нанесем все пять критических точек на ось и, опреде-
лив знак производной на каждом интервале, найдем интервалы воз-
растания и убывания функции, а также определим min и max. 

 

+  +

x31013 −−  
 

Функция возрастает на интервалах )3;( −−∞  и ),;3( ∞+  а убы-

вает – )3;1()1;1()1;3( ∪−∪−− . Следовательно, точки ,1−=x ,0=x  
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1=x  являются ложными экстремумами, точка −−= 3x точка мак-

симума (max), а −= 3x точка минимума (min). 

 .
2

33

1)3(

)3(
)3(,

2

33

1)3(

)3(
)3(

2

3

2

3

=
−

=−=
−−

−=− yy  

Точка максимума имеет координаты 





−−

2

33
;3 , а точка ми-

нимума – ;
2

33
;3 





 

6) для определения интервалов выпуклости и вогнутости функ-

ции и нахождения точек перегиба вычислим вторую производную 

функции: 

 ;
)1(

62

)1(

)3(2)1(2)1)(64(
32

3

42

242223

−
+=

−
−−−−−=′′

x

xx

x

xxxxxxx
y  

 .1;1;0,0)3(262 23 ≠−≠=⇒=+=+ xxxxxxx  

Нанесем все три точки на ось и определим знаки у второй про-

изводной. 

 
+−+−

x101−
 

Отсюда следует, что функция имеет три точки перегиба. Выпук-

лость вверх и вниз показаны схематически на рисунке; 
7) найдем асимптоты: 

 ,1
)1(

limlim
2

3

1 =
−

==
+∞→+∞→ xx

x

x

y
k

xx
 

т. е. правая наклонная асимптота .xy =   

 ,1
)1(

limlim
2

3

2 =
−

==
−∞→−∞→ xx

x

x

y
k

xx
 

 ,0
1

lim
1

lim
1

lim)(lim
22

33

2

3

1 =
−

=
−

+−=





−

−
=−=

+∞→+∞→+∞→+∞→ x

x

x

xxx
x

x

x
kxyb

xxxx
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 ,0
1

lim
1

lim
22

3

2 =
−

=





−

−
=

−∞→−∞→ x

x
x

x

x
b

xx
 

т. е. левая наклонная асимптота .xy =  Для данной функции правая 

и левая асимптоты совпадают. 
Найдем вертикальные асимптоты: 

 ,
1

lim
2

3

1
∞=

−−→ x

x

x
 

следовательно, 1−=x  – вертикальная асимптота. 

 ∞=
−→ 1

lim
2

3

1 x

x

x
, 

т. е. 1=x  также является вертикальной асимптотой. 

Итак, наша функция имеет одну наклонную асимптоту xy =  

и две вертикальные 1−=х  и 1=х . 
Вычислим пределы слева и справа к каждой из двух вертикаль-

ных асимптот: 

 ;
1

lim,
1

lim
2

3

01
2

3

01
+∞=

−
−∞=

− +−→−−→ x

x

x

x

xx
 

 .
1

lim,
1

lim
2

3

01
2

3

01
+∞=

−
−∞=

− +→−→ x

x

x

x

xx
 

Занесем все полученные данные в таблицу: 

x )3( −−∞  
3−

max
)1;3( −−  1− )0;1(− 0  )1;0( 1  )3;1(  

3  

min 
);3( +∞

y  
↑  

∩  2

33  ↓  

∩  

не
 

су
щ
ес
тв
уе
т 

↓  

∪  
 

↓  

∩ не
 

су
щ
ес
тв
уе
т 

↓  

∪  2

33  
↑  

∪  

y′  + 0  – не
 

су
щ
ес
тв
уе
т 

–  – не
 

су
щ
ес
тв
уе
т 

– 0  + 

y ′′
 

– 0<  – не
 

су
щ
ес
тв
уе
т 

+  – не
 

су
щ
ес
тв
уе
т 

+ 0>  + 
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Построим график функции: 

 y

x3−  1−

2

33  

1−

2

33
−  

3

 

Рис. 7 

ЗАДАНИЯ 

Провести полное исследование указанных функций и построить 
их графики. 

45) 
23

3xxy −= ; 52) 
x

x
y

ln
= ; 

46) 
2

3
21

x

x
y

−
= ; 53) )22ln(

2 ++= xxy ; 

47) 
4

8
2 +

−=
x

x
y ; 54) 

42

)1(4
2

2

++

+
=

xx

x
y ; 

48) 
1

1
2

−
+−

=
x

xx
y ; 55) 

x
exy

−= 3
; 

49) xxy 3
3 −= ; 56) xxy sin= ; 

50) 
2

2
)1(

x

x
y

−
= ; 57) xxy tg2 −= ; 

51) 
2

)1(

4

+
=

x

x
y ; 58) 2

2
ln −

−
=

x

x
y . 
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5. Исследование кривых, 

заданных параметрически 

Пример 8. Построить кривую, заданную уравнениями 

 






>=

=

.0,sin

,cos

3

3

atay

tax
 

Решение 

Так как t3sin  и t3cos  являются периодическими функциями с 
периодом π2 , то достаточно рассмотреть изменение параметра t  в 

пределах от 0 до π2 . 

Очевидно, что областью изменения как x , так и y  будет отрезок 

[ ]aa;− . Легко видеть, что данная кривая асимптот не имеет. Вычис-
лим xy′ . Для этого находим tx′  и ty′ : 

 ttaxt sincos3 2−=′ ,  

 ttayt cossin3 2=′ . 

Эти производные обращаются в нуль при 0=t , 
2

π=t , 
2

3π=t , 

π= 2t  (на отрезке [ ]π2;0 ). 

 ∞=′
π→

x
t

y

2

lim  и ∞=′
π→

y
t

2

3
lim . 

Это означает, что касательная в этих точках вертикальна. 

 00=′ =txy ; 0=′ π=txy ; 02 =′ π=txy . 

В этих точках касательная горизонтальна. 
Вычислим вторую производную xxy ′′ : 

 ( ) ( )
t

ty tx 2cos

1
tg −=′−=′′ , 

тогда 

 
ttatta

tyxx
sincos3

1

sincos3
cos

1

42

2

=
−

−
=′′ . 
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Легко видеть, что 

0>′′
xx

y  при π<< t0  – кривая имеет выпуклость вниз; 
0<′′

xx
y  при π<<π 2t  – кривая имеет выпуклость вверх. 

Удобно составить следующую таблицу: 

Область 

изменения t  

Область 

изменения x  

Область 

изменения y  
Знак xy′  

Характер 

изменения y  

от ))(( xfyx =  

2
0

π<< t  0>> xa  ay <<0  – убывает 

π<<π
t

2
 ax −>>0  0>> ya  + возрастает 

2

3π<<π t  0<<− xa  ay −>>0  – убывает 

π<<π
2

2

3
t  ax <<0  0<<− ya  + возрастает 

На основании результатов исследования строим кривую. Эта 
кривая называется астроидой (рис. 8). 

 y

x

a

a−

a−

a

 

Рис. 8 

ЗАДАНИЯ 

Построить графики функций, заданных параметрически: 

59) 




+−=
−=

;52

13

ty

tx
 62) 





+−=
+=

;sin1

cos45

ty

tx
 

60) 






+=

−=

;2

2

2

2

tty

ttx
 63) 





>=
=

;0,sin

cos3

atay

tax
 

61) 






=

=
− ;t

t

tey

tex
 64) 





−=
−=

.2sinsin2

2coscos2

tatay

tatax
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