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Большинством производственных машин технологический процесс выполняет-
ся при установившемся движении и может быть описан периодическими функциями 
положения, скорости и ускорения рабочего звена исполнительного механизма. Пе-
риодическое установившееся движение свойственно цикловым технологическим 
машинам с переменными силами сопротивления, с переменными передаточными 
отношениями. Составной частью этого класса машин являются механизмы с низши-
ми кинематическими парами – компрессоры, насосы, механические прессы и т. д. 

Вследствие периодически изменяющегося приведенного момента инерции и 
внешних сил в течение одного цикла неизбежны колебания скорости ведущего звена 
около ее среднего значения. Эти колебания вызывают нарушение технологического 
процесса, вибрацию и повышенный износ звеньев.  

Заданный режим движения рабочего звена возможен при установлении точного 
соответствия закономерностей движущих сил и сил сопротивления, геометрических 
и динамических параметров. В силу конструктивных особенностей технологической 
машины такое соответствие установить практически невозможно, поэтому реальные 
скорости, ускорения и силы могут значительно отличаться от их заданных значений. 
Это обуславливает необходимость исследования закономерностей, по которым из-
меняются силы и моменты полезного сопротивления, преодолеваемые машинами.  

В данной работе исследуется динамическое поведение многозвенного плоского 
шарнирного механизма. Совместно решается нелинейная система, в которую входят: 
нелинейное дифференциальное уравнение движения механизма, система нелиней-
ных уравнений геометрических и кинематических связей. Исследуются факторы, 
влияющие на неравномерность вращения ведущего звена. Все вычисления и по-
строения графиков осуществляются в математическом пакете Mathcad.  

В качестве примера выполним численную оптимизацию динамических параметров 
механизма нефтяного насоса, на кинематической схеме которого показаны исследуемые 
функции положения звеньев [1]. Плоский шарнирный механизм (рис. 1), расположенный 
в вертикальной плоскости, движется под действием внешнего момента Мдв, приложенно-
го к ведущему звену (кривошипу ОА). На поршень насоса Е действует полезная 
нагрузка FПС. Вид функции )(ПС αF  определяем по индикаторной диаграмме насоса: на 
холостом ходу – давление всасывания, на рабочем ходу – нагнетающее давление [2]. 

 
Рис. 1. Кинематическая схема механизма поршневого насоса 
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Фрагмент программы для расчета функции )(ПС αF и ее график показан на рис. 2. 

 
Рис. 2. Фрагмент программы – расчет функции FПС(α) 

Рассматриваемый механизм представляет собой механическую систему с одной 
степенью свободы. Функции положения звеньев определяются как функции обоб-
щенной координаты. Приведем элементы алгоритма расчета функций положения 
звеньев, а также аналогов их скоростей: 
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В результате преобразований получаем нелинейное уравнение  
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решая которое, находим функцию )(αβ  – функцию положения звена .AB  
Исследуемый механизм – многозвенная система, в которой фиксированному 

положению ведущего звена при определенных условиях соответствует два или не-
сколько положений других звеньев. Эта особенность называется ветвлением функ-
ций положения, она обусловлена многозначностью решения уравнения (1). 

Для нахождения однозначного решения обозначим )),(cos()( αβ=αZ  в резуль-
тате получим: 
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В нашем примере функция )(1))(sin( 2 α−±=αβ Z  является двузначной функ-
цией переменной. Учитывая пределы изменения угла ),(αβ  в нашем примере будем 

считать значение функции .0)(1 2 ≥α− Z  
Для решения уравнения (2) применяем оператор Given, находим функцию 

),(αZ  и находим функции положения: 
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Вычисляя производные по параметру ,α  находим аналоги скоростей. 
На рис. 3 представлены графические результаты расчетов. 

 
а)      б) 

Рис. 3. Графики аналогов скоростей звеньев и их центров масс 

Оптимизацию динамических параметров будем осуществлять по графику 
функции ),(αωОА  колебания значений которой зависит от размеров звеньев и их 
масс. Задачу об определении функции угловой скорости )(αωОА  для 

)2( 00 π+α≤α≤α  решаем с помощью дифференциального уравнения  
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Здесь 0α  – начальное положение кривошипа, соответствующее одному из двух 
неподвижных положений коромысла ;CB  )(пр αJ  – приведенный момент инерции, 

)(пр αM  – приведенный момент сил сопротивления.  
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Рис. 4. Зависимость функции ωОА(α) от изменения динамических параметров 

Дифференциальное уравнение (3) решаем методом Рунге-Кутта, применяя 
функцию rkfixed  с фиксированным шагом. На рис. 4 приведены графики функции 

)(αωОА  для различных вариантов безразмерных динамических параметров насоса, 
которые демонстрируют процесс оптимального уравновешивания механизма. 
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Отрывные течения привлекают внимание исследователей уже длительное 
время, так как учитывать явление отрыва потока от твердых стенок приходится 
практически во всех отраслях техники, использующих потоки жидкости, газа или 
плазмы. Сложность и многообразие отрывных течений не позволяют получить дос-
таточно общие и удовлетворительные аналитические решения, поэтому наиболее 
важные практические задачи обычно решались экспериментальным путем. Однако 
существует возможность решать эти задачи с помощью компьютерных технологий 
и программ. 

Для этого можно использовать объединенный программный продукт Solid-
Works/FloWorks. Он представляет собой комбинацию полной версии графической 
среды и гидрогазодинамического решателя. Модель исследуемого тела создается в 
CAD-программе SolidWorks. В CAE-программе FloWorks определяются свойства 
среды, граничные условия, точность решения, геометрические размеры расчетной 
зоны и осуществляется численное решение задачи. В общем случае это дает воз-
можность решать задачи механики жидкостей и газов: стационарные и нестационар-
ные течения, потоки газов и т. д. 




