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Введение 
Уникальные физические особенности лазерного излучения обусловили его при-

менение в различных технологических процессах обработки материалов и ве-
ществ [1]. Для теоретических и практических исследований привлекательность этого 
явления объясняется локальностью воздействия и возможностью высокой концен-
трации энергии. При импульсном нагреве металла до высокой температуры его не-
стационарное тепловое поле проявляет специфические черты, обусловленные высо-
коинтенсивным характером поверхностного энергопереноса, и в ходе своей эволю-
ции оно может проявлять гистерезисные свойства. 

В работах [2-4] для рассмотрения динамического теплового гистерезиса (ДТГ) 
применялась классическая модель теплопроводности Фурье. Получены сведения о 
том, что в плоскости «тепловой поток – градиент температуры» необходимым обра-
зом существует петля гистерезиса, если: 1) интенсивность поверхностного источни-
ка энергии )(0 tq  немонотонно зависит от времени; 2) тепловой процесс происходит в 
таком интервале температур, что эффективным образом проявляет себя температур-
ная зависимость )(Tλ  коэффициента теплопроводности. Данная работа является 
продолжением исследований [2-4]. Цель работы: 1) изучить нестационарные свой-
ства теплового поля металлического образца при воздействии на него высокоинтен-
сивного поверхностного источника энергии; 2) исследовать влияние параметров по-
верхностного источника энергии и характера зависимости )(Tλ  металлов на качест-
венные и количественные особенности поведения петель ДТГ в плоскости «тепло-
вой поток – градиент температуры». 

Постановка задачи 
Металлическая пластина толщиной h  имеет в начальный момент времени 0=t  

температуру 0TT = ; при 0≥t  правая граница hx =  изотермическая 
0)( TTh,tT w ≡= . На левую границу пластины 0=x  действует тепловой поток 

)()0( 0 tqt,q = , моделирующий воздействие концентрированного потока энергии. На-
грев осуществляется в широком интервале температур, на котором нелинейные теп-
лофизические свойства металла проявляют себя в полной мере (фазовые превраще-
ния не происходят).  

Теплофизические свойства металла )(Tc , )(Tλ  на интервале температур [ ]21 , TT  
описываются полиномами третьей степени с постоянными коэффициентами. По-
строение этих полиномов осуществляется на основе справочных данных [5]. 
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Математическая модель поставленной задачи приведена, например, в [2-4]. Рас-
сматриваются поверхностные импульсы энергии треугольной, колоколообразной и 
трапециевидной временных форм. Все расчеты проводятся в безразмерных величи-
нах. Приведение размерных величин к безразмерным приведено в [2]. 

Метод решения 
Решение поставленной задачи выполнено численным методом интегральных со-

отношений А.А. Дородницына [6]. Область интегрирования делится на пять полос: 
5...,,1,0,5 == ihixi . Алгоритм решения позволяет учитывать поглощательную 

способность металла TAATA 10)( += . Подробности построения схемы вычислений 
даны в [2, 3]. 

Производство энтропии подсчитываем по формуле  
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Для характеристики нестационарных и нелинейных свойств теплопереноса при-
меняем следующие критерии:  

)(
),(
00 TT
htxq

Q i
i λ
= ; 

ixx
i x

T
T
hg

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= 0 ; 

[ ]
( )[ ] 2/32(1)

(2)

][1

][

fP

fPfK
+

= ; 

[ ]
02

02(1) )()(
xx

xfxf
fP

−
−

= , [ ] 2
01

012(2)

)(
)()(2)(

xx
xfxfxf

fP
−

+−
= , 

)(/)()( 0TfTfxf ii = , ),( txTT ii = ; 

0

)(
σ

σ t,x
S i

i = , 2

0
0 )(

h
Tλσ = . 

Здесь Q  – безразмерный тепловой поток, g  – безразмерный градиент темпера-
туры, S  – безразмерное производство энтропии. В качестве )(Tf  применяем тепло-
физические параметры )(Tλ  и )()()( Tc/TTa λ= . Параметр кривизны [ ]fK  отно-
сится к левой границе области. Параметры [ ]fP(1) , [ ]fP(2)  представляют собой ко-
нечно-разностные формулы для первой и второй производных изучаемых функций. 

Результаты расчетов 
Расчеты выполнены для нескольких металлов (железо, молибден, вольфрам, ни-

кель, ванадий) с различным характером температурных зависимостей теплофизиче-
ских свойств )(Tλ , )(Tc . В качестве граничного теплового потока )(0 tq  рассмотре-
ны импульсы различных временных форм (рис. 1).  

Основными характеристиками этих импульсов являются: 
– максимальный тепловой поток maxq ; 
– время 0τ=t  достижения )( 00max τqq = ; 
– длительность импульса τ . 
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Рис. 1. Импульсы треугольной (а), колоколообразной (б) и трапециевидной  
(в) временных форм 

Представим результаты моделирования теплового воздействия на пластины из 
никеля Ni и ванадия V, теплофизические свойства которых на интервале [ ]21 , TT  ап-
проксимируются следующими полиномами: 

Ni: [ ]630,300K, ∈T ,  

К);Дж/(м135664,051456,1732,753096703290)( 332 ⋅+−+−= TTTTc  

К)мВт/( 102217,100169,08425,065,223)( 362 ⋅⋅−+−= TTTT -λ ; 

V: [ ]2000,300K, ∈T , 

К);Дж/(м0001506,033259,03834,9962689498)( 332 ⋅+−+= TTTTc  

К)мВт/( 1023507,41039734,1000264,011,29)( 3925 ⋅⋅−⋅+−= TTTT --λ . 

В основной серии расчетов ( м105 3−⋅=h , К3000
w == TT ) для каждого вида 

)(0 tq  рассмотрены три различные величины τ : 
I. Треугольный импульс ( ττ 0,1250 = ) 
а) с610,5 ,== ∗ττ ; б) с420,75 ,== ∗ττ ; в) с23,== ∗ττ ; 

II. Колоколообразный импульс ( ττ 0,50 = ) 
а) с2500,25 ,== ∗ττ ; б) с500,5 ,== ∗ττ ; в) с01,== ∗ττ ; 

III. Трапециевидный импульс ( ττττ 0,12510 =−= ) 
а) с610,5 ,== ∗ττ ; б) с420,75 ,== ∗ττ ; в) с23,== ∗ττ . 

Для вариантов а-в всех видов импульса рассмотрены три величины maxq :  

1) ∗= qq
3
1

max ; 2) ∗= qq
3
2

max ; 3) ∗=qq max . 

Величина ∗q  для каждого вида импульса подобрана такой, что при ∗= ττ  темпе-
ратура ),0( tT  левой границы пластины в процессе нагрева изменяется во всем ин-
тервале [ ]21, TT , т. е. температурные зависимости теплофизических свойств металла 

)(Tλ , )(Tc  проявляют себя в полной мере. Для импульсов треугольной, колоколо-
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образной и трапециевидной временных форм, соответственно, величины ∗q  сле-
дующие: 

Ni: 2
6

м
Вт10411,6 ⋅ ; 2

6

м
Вт109 ⋅ ; 2

6

м
Вт10968,4 ⋅ ; 

V: 2
6

м
Вт1071,20 ⋅ ; 2

6

м
Вт1072,31 ⋅ ; 2

6

м
Вт1043,14 ⋅ . 

Ниже приведены характерные гистерезисные зависимости при треугольной 
форме импульса ( ∗= ττ , ∗=qq max ) для левой границы (a – материал пластины Ni, б – 
материал пластины V ): между тепловым потоком и градиентом температуры 
(рис. 2), между относительной температурой 0

0 T/T  и параметром кривизны ][λK  
(рис. 3), между производством энтропии и параметром кривизны ][λK  (рис. 4). 
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Рис. 2. Формирование петли гистерезиса в плоскости ),( gQ  
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Рис. 3. Гистерезисные зависимости в плоскости ])[,( 0
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Рис. 4. Гистерезисные зависимости в плоскости )],[( 00 SK λ  

Как видно из рис. 2, формирование петли гистерезиса в плоскости )( g,Q  для ни-
келя и ванадия происходит различным образом. При подводе тепла ( )00 >dt/dq  к 
пластине никеля формируется нижняя часть петли, а при отводе ( )00 <dt/dq  – верх-
няя (начальное состояние соответствует началу координат). Для ванадия – наоборот: 
при 00 >dt/dq  формируется верхняя часть петли, а при 00 <dt/dq  – нижняя. Такой 
результат обусловлен тем, что на всем интервале температур [ ]21, TT  зависимость 

)(Tλ  никеля есть функция монотонно убывающая, а для ванадия функция )(Tλ  мо-
нотонно возрастающая. 

Мерой неоднозначной зависимости между градиентом температуры и тепловым 
потоком является относительное удлинение β (относительная площадь) петли ДТГ: 

10

2
1

0

1

bb
b

b
b

≡=β , 

где 1b  – «длина петли», 0b  – «ширина петли» [4]. Во всех рассмотренных вариантах 
форма лепестка такая, что 101 >b/b . Чем меньше β , тем сильнее выражен ДТГ. 

Результаты основной серии расчетов представлены в таблице 1. 

Таблица 1  
Влияние формы, длительности  

и максимальной интенсивности импульса на параметр β  

Материал пластины 
Никель Ванадий 

Максимальная величина теплового потока maxq  

3/∗q  3/2 ∗q  ∗q  3/∗q  3/2 ∗q  ∗q  

Длительность 
импульса τ , с 

Параметр β  Параметр β  
 Треугольная форма импульса 

1,6 39,27 24,52 15,46 21,64 11,46 9,21 

2,4 37,33 22,06 11,33 17,90 10,44 9,02 

3,2 36,55 21,16 8,77 16,09 9,79 9,20 
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Окончание табл. 1  

 
Материал пластины 

Никель Ванадий 
Максимальная величина теплового потока maxq  

3/∗q  3/2 ∗q  ∗q  3/∗q  3/2 ∗q  ∗q  

Длительность 
импульса τ , с 

Параметр β  Параметр β  
 Треугольная форма импульса 

 Колоколообразная форма импульса 

0,25 75,89 46,07 35,77 45,29 19,70 14,02 

0,5 62,41 37,68 21,39 29,80 13,71 10,95 

1,0 47,66 28,24 11,01 20,75 10,84 10,33 

 Трапециевидная форма импульса 

1,6 30,19 18,49 9,90 14,05 8,06 6,97 

2,4 32,27 18,74 8,77 13,00 7,92 7,20 

3,2 34,63 19,99 8,77 12,79 8,03 7,59 
 
Как видно из таблицы, при фиксированном τ зависимость )( maxqβ  для каждого 

из металлов монотонно убывающая. При фиксированном maxq  зависимость )(τβ  для 
рассматриваемых металлов многовариантна: для Ni, например, она либо монотонно 
убывает, либо монотонно возрастает.  

Неоднозначные зависимости между тепловым потоком и градиентом температу-
ры, между относительной температурой 0

0 T/T  и параметром кривизны ][λK , меж-
ду производством энтропии и параметром кривизны ][λK  (см. рис. 2-4) обусловле-
ны двумя факторами: 1) нелинейной зависимостью )(Tλ  коэффициента теплопро-
водности; 2) немонотонным характером зависимости источника энергии )(0 Tq  от 
времени. 

Выводы 
Нестационарный поверхностный нагрев металла в широком интервале темпера-

тур сопровождается процессами гистерезисного типа.  
Импульсы энергии треугольной, колоколообразной и трапециевидной времен-

ных форм инициируют многовариантные эволюционные процессы в металлах. 
Свойства этих процессов зависят от функциональных зависимостей )(Tλ , )(Tc , а 
также от параметров импульса. 

Работа выполнена под научным руководством профессора О.Н. Шабловского. 
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