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§  1.  ОРИГИНАЛЫ  И  ИЗОБРАЖЕНИЯ  

Функция действительного переменного ( )tf  называется оригиналом, 

если она удовлетворяет  следующим условиям: 

1) ( ) 0  при   ,0 <≡ ttf ; 

2) ( )tf  и ее производная ( )tf ′  на любом конечном интервале оси t  

имеют не более конечного числа точек разрыва 1-го рода; 
3) существуют такие числа 0>M  и 0≥s , что для всех t выполняется 

неравенство 

 ( ) stMetf ≤ . (1) 

Таким образом, ( )tf  при +∞→t  возрастает не быстрее показатель-

ной функции, при этом { }ss min0 =  называют показателем роста ( )tf . 

Простейшей функцией-оригиналом является так называемая единич-

ная функция Хевисайда 

 ( )
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
.0   ,0

,0   ,1

t

t
tη         

 

1

t 

η(t) 

10

 (2) 

Очевидно, что ( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
,0        ,0

,0   ,

t

tt
tt

ϕ
ηϕ  

так что если ( )tϕ  удовлетворяет условиям 2) и 3), то ( ) ( )tt ηϕ  является ори-

гиналом. 

В дальнейшем для сокращения записи будем опускать функцию ( )tη , 

считая, что условие 1) для ( )tf  выполняется. 

Пример 1. Показать, что функция ( )
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
,0   ,             0

,0   ,2cos4

t

tte
tf

t

 является 

функцией-оригиналом. 

Решение. 
Проверим все условия: 

• условие 1) выполняется в силу задания функции ( ( ) 0=tf  при 0<t ); 

• условие 2) выполняется, так как ( )tf  и ( ) ( )ttetf t 2sin22cos44 −=′  на 
любом конечном интервале оси t непрерывны; 

• условие 3) выполняется, так как для любых вещественных t 
tst Mete 04 2cos ≤  и в качестве постоянных M  и 0s  можно выбрать 

1=M , 40 =s . 

Ответ: ( )tf  является функцией-оригиналом. 
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ЗАДАНИЯ  

Проверить, какие из указанных функций являются функциями-
оригиналами: 

 1.
∗)

 ( )ttη . 2. ( ) ( )ttt η+25 . 

 3. 
( ) ( )te ti η42+ . 4. 

( ) ( )te ti η532 − . 

 5. ( )t
t

η
3

1

−
. 6. ( )tet η

2

. 

 7. ( )te t η
2− . 8. ( )t

t
η

2

1
2 +

. 

§  2.  ПРЕОБРАЗОВАНИЕ  ЛАПЛАСА 

Каждому оригиналу ( )tf  поставим в соответствие функцию ( )pF  

комплексного переменного σisp += , определенную как интеграл  

 ( ) ( )∫
+∞

−=
0

dtetfpF pt  (3) 

или, в символической записи 

 ( )tf  ( )pF . 

Правая часть равенства (3) называется интегралом Лапласа для 

функции ( )tf , а функция ( )pF  – изображением Лапласа (или короче – 

изображением) оригинала ( )tf . 

Функция ( )pF  определена в полуплоскости 0Re ssp >=  (интеграл (3) 

сходится в области 0Re sp > , где 0s  – показатель роста функции ( )tf , при-

чем в области 0Re ssp >= ). 

Функция ( )pF  является аналитической функцией комплексной пере-
менной p  в полуплоскости 0Re sp >  и 0)( →pF  при ∞→p . 

 

Пример 2. Найти изображение единичной функции Хевисайда ( )tη  (2). 

Решение. 
Применяя преобразование Лапласа (3) к функции ( )tη , находим 

 ( )tη  ( ) ( )0Re  ,
1

000

>=−==
+∞−+∞

−
+∞

− ∫∫ p
pp

e
dtedtet

pt
ptptη . 

Ответ: ( )tη  
p

1
 или 1  

p

1
. 

                                           
∗)

  Ответы к заданиям приведены на с. 31-33. 
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Пример 3. Найти изображение оригинала ( ) tetf 2= . 

Решение. 
Функция ( ) tetf 2=  имеет показатель роста 20 =s , поэтому изображе-

ние ( )pF  будет определено и аналитично в полуплоскости 2Re >p . Име-

ем:   ( ) ( )

( )
( ) ( )2Re  ,

2

1

2

1

00

22

0

2 >
−

=
−−

===
+∞∞+

−−−−
∞+

− ∫∫ p
p

e
p

dtedteepF tptpptt . 

Ответ: te2  
2

1

−p
. 

Таблица изображений простейших оригиналов: 
 

1 ,
1

p
        .0Re >p  tsin

1

1
2 +p

,        .0Re >p  

nt ,
!

1+np

n
        .0Re >p  tcos

12 +p

p
,       .0Re >p  

te ,
1

1
 

−p
        .1Re >p  tsh

1

1
2 −p

,         .1Re >p  

tnet
( )

,
1

!
1+− n

p

n
 .1Re >p  tch

12 −p

p
,         .1Re >p  

З ам е ч а ни е. Более полная таблица приведена на стр. 33. 

ЗАДАНИЯ  

Пользуясь определением, найти изображения следующих оригиналов: 

 9. ( ) ttf = . 10. ( ) 32 += ttf . 

 11. ( ) ttetf = . 12. ( ) ttetf 32= . 

 13. ( ) ttf 3sin= . 14. ( ) ttf 2cos= . 

 15. ( ) ( )1−>= ααttf . 16. ( ) ttf 4ch= . 

 

§  3.  СВОЙСТВА  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  ЛАПЛАСА 

1) Свойство линейности 

Если ( )tf ( )pF , 1Re sp >  и ( )tg ( )pG , 2Re sp > , то для любых 

комплексных постоянных α  и β  

 ( ) ( )tgtf βα + ( ) ( ) { }
21

,maxRe  , ssppGpF >+ βα , (4) 

где 21,ss  – показатели степени роста функций ( )tf  и ( )tg . 
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Пример 4. Найти изображение оригинала tt sin432 2 −+ . 

Решение. 
Найдем изображения оригиналов: 

 1 2   
1

t,
p

t
p

sin   ,
2

3
( )0Re   ,

1

1
2

>
+

p
p

. 

Тогда по свойству 1) 

 tt sin432 2 −+ ( )0Re  ,
1

42312
23

>
+

−
⋅

+
⋅

p
ppp

. 

Ответ: ( )0Re  ,
1

462
23

>
+

−+ p
ppp

. 

 

ЗАДАНИЯ  

Найти изображения оригиналов, используя свойство линейности и 

таблицу простейших оригиналов: 

 17. 2243 tt ++ . 18. 123 +− tt . 

 19. tt sin2+ . 20. ttt cos342 +− . 

 21. tett 2sh44 ++ . 22. ttett +− ch5 2 . 

 

2) Теорема подобия 

Для любого постоянного 0>α  

 ( )tf α
0

Re   ,
1

sp
p

F α
αα

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

, (5) 

если ( )tf ( )pF , 0Re sp > . 
 

Пример 5. Найти изображение оригинала t2sin . 

Решение. 

Изображение оригинала sin t
1

1
2 +p

, 0Re >p , тогда по теореме по-

добия    

t2sin ( ) 4

2

2

2

2

1

1

1

2

1
222

2

2

2
+

=
+

=
+ ppp

, 0Re >p . 

Ответ:
4

2
2 +p

. 
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ЗАДАНИЯ  

Найти изображения оригиналов, используя свойство линейности и 

теорему подобия: 

 23. te4 . 24. t3cos . 

 25. tωsin . 26. tωcos . 

 27. t2sin . 28. t3cos . 

 29. tt 4cos2sin . 30. ntmt coscos . 

 31. tet 52 42ch2 − . 32. tt 3sh5sin 24 + . 

 

3) Теорема смещения 

Если ( )tf  ( )pF , 0Re sp > , то для любого комплексного числа 0p  

 ( ) 0 tfe
tp ( ) ( )

000
Re  , sppppF >−− . (6) 

Пример 6. Найти изображение оригинала ( ) tetf t 2cos−= . 

Решение. 

Оригиналу t2cos  соответствует изображение 
42 +p

p
. По теореме 

смещения ( 10 −=p )  te t 2cos−

( ) 41

1
2 ++
+

p

p
. 

Ответ:
( ) 41

1
 

2 ++

+

p

p
. 

ЗАДАНИЯ  

Найти изображения оригиналов, используя теорему смещения: 

 33. te t 2sin2 . 34. te t 4cos3− . 

 35. tete tt sh43 +− . 36. ( )tttet ch22 ++ . 

 37. ( )tte t cos2sh3 + . 38. ( )tte t 2sin3ch2 −− . 

 39. te t 24 sin− . 40. te t 25 cos . 

4) Теорема запаздывания 

Если ( )tf  ( )pF , 0Re sp > , то для любого положительного τ  

 ( )τ−tf ( )
0

Re  , sppFe p >− τ ,  (7) 

где 

 ( ) ( )⎩
⎨
⎧

≥−
><

=−
.  ,

,0 ,             ,0

ττ
ττ

τ
ttf

t
tf  
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Теорему запаздывания удобно использовать при отыскании изобра-
жения функций, которые на разных участках задаются различными алгеб-

раическими выражениями. 

Пример 7. Найти изображение оригинала ( ) ( ) ( )111
2 −−=− tttf η . 

Решение. 

Для функции ( ) ( )tttf η2=  имеем ( )tf  
3

2

p
. 

По теореме запаздывания ( ) ( )11
2 −− tt η

3

2

p
e p− . 

Ответ: 
3

2

p
e p− . 

ЗАДАНИЯ 

Найти изображения оригиналов: 

 41. ( ) ( )22sin −− tt η . 42. ( ) ( )33cos −− tt η . 

 43. ( ) ( )11cos2 −− tt η . 44. ( ) ( )22sin 2 −− tt η . 

 45. ( )22 −− tet η . 46. ( )3−tetη . 

 47. ( ) ( )tt η2
1− . 48. ( )12 −tt η . 

Пример 8. Найти изображение ( )pF  оригинала ( )tf , заданного сле-
дующим графиком (рис. 2): 

3 

t0 64

Рис. 2 

f(t)  

 
Решение. 
Найдем с помощью единичной функции Хевисайда аналитическое 

выражение для функции ( )tf  

 ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<≤−

<≤
<

=

.6  при              0

,64  при      
2

3
9

,40  при              3

,0  при              0

t

tt

t

t

tf  
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( ) 0=tf  при 0<t ; в момент 0=t  «включается» функция, равная 3; в 

момент 4=t  она «гасится» и «включается» функция t
2

3
9− ; в момент 6=t  

«гасится» и эта функция. Всю эту последовательность действий можно за-
писать так: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).6
2

3
94

2

3
63       

6
2

3
94

2

3
9433

−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅=

=−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−⋅−⋅=

ttttt

tttttttf

ηηη

ηηηη
 

Для того, чтобы найти изображение этой функции, нужно представить 

ее в форме 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )66443 21 −⋅−+−⋅−+⋅= ttttttf ηϕηϕη . 

Имеем 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )66
2

3
44

2

3
3 −⋅−+−⋅−−⋅= ttttttf ηηη . 

Так как  

 ( ) tt
2

3
1 −=ϕ ,

2

3
2p

−         ( ) tt
2

3
2 =ϕ ,

2

3
2p

 

то, применяя теорему запаздывания, находим 

 ( )tf pp e
p

e
pp

6

2

4

2 2

3

2

33 −− +− . 

Ответ:  ( )pp ee
pp

64

22

33 −− −− . 

 

ЗАДАНИЯ 

Найти изображения функций, заданных графически: 
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1 

0 1 

1

-1

0 2 1 

50.49. f(t)

t t

f(t)

2 

 

1 

0 2 1 

2

0 4 2

52.51. 

54.53. 

1 

0 2 1

4
3

2

1

-2

-4

0 4 3 2 1

f(t)

t 

f(t) 
f(t)

f(t)

t 

t t 

 

 

5) Изображение периодической функции 

Если ( )tf  – периодическая функция с периодом T , т.е. ( ) ( )tfTtf =+ , 

то ее изображение ( )pF  задается формулой 

 ( ) ( )∫ −
−−

=
T

pt

pT
dttfe

e
pF

0
1

1
 (8) 

и определено в полуплоскости 0Re >= sp . 
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Пример 9. Найти изображение периодической функции ( )tf , задан-

ной графически (рис. 3): 
 

Рис. 3 

( )tf

1 

t

0 21 43

 
Решение. 
Изображение находим по формуле  

 ( ) ( )∫ −
−−

=
T

pT

pT
dttfe

e
pF

0
1

1
, 

где ( )tf  – периодическая с периодом 2=T  функция 

 ( )
⎩
⎨
⎧

≤<−
≤≤

=
.21  при   2

,10  при         

tt

tt
tf  

Тогда 

 ( ) ( ) ( ).1

1
2

1

1
2

1

0

2

1
2 p

p

ptpt

p ep

e
dtetdtte

e
pF

−

−
−−

− +
−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

−
= ∫ ∫  

Ответ: ( ).1

1
2 p

p

ep

e
−

−

+
−

 

ЗАДАНИЯ  

Найти изображения следующих периодических функций-оригиналов: 

56.
 
 

1
 

 

0 4 5 3 2 1

55.  
 
1 
 

 

0 4 5 876 3 21 

f(t) 

t 

f(t)

t 

 

 
 

57. ( ) ttf sin= . 58. ( ) ttf cos= . 



 12

59. 
 
 

1 
 

 

0 2π 3π π 

60.

 

0 2TT 
2

T

2
T

f(t) 

t t 

f(t)

 

6) Дифференцирование оригинала 

Если функции ( ) ( ) ( )( )tftftf n,..., , ′  являются оригиналами и ( )tf ( )pF , 

0Re sp > , то  

( )tf ′ ( ) ( )  ,0fppF −  

( )tf ′′ ( ) ( ) ( ),002 fpfpFp ′−−  

( )tf ′′′ ( ) ( ) ( ) ( ),00023 ffpfppFp ′′−′−−  

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅  

( )( )tf n ( ) ( ) ( ) ( )( ),0...00 121 −−− −−′−− nnnn ffpfppFp   (9) 

где под ( )( ) ( )1,...,2,1   0 −= nkf k  понимается 
( )( )tf k

t
lim

00+→
. 

 Свойство дифференцирования оригинала широко используется при 

решении дифференциальных уравнений. 

Пример 10. Найти изображение оригинала ( ) ttf 2sin= . 

Решение. 
Пусть ( )tf ( )pF , тогда ( )tf ′ ( ) ( )0fppF − . 

Но ( ) ( ) 00sin0 2 ==f , а ( ) tttt 2sincossin2sin2 ==
′

4

2
2 +p

. 

Следовательно, ( )ppF
p

=
+ 4

2
2

, откуда  ( )tf ( ) ( )4

2
2 +

=
pp

pF . 

Ответ: ( )4

2
2 +pp

. 

ЗАДАНИЯ 

Пользуясь теоремой о дифференцировании оригинала, найти изобра-
жения следующих оригиналов: 

 61. t2cos .                                    62. tt 2sin . 

 63. ,3)(2)( −′−′′ txtx                     64. ,)()()( txtxtx ′−′′+′′′  

      если   .0)0()0( =′= xx                   если .0)0()0()0( =′′=′= xxx  
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 65. ,)(4)( ttxtx −′+′′                     66. ,)(3)(2)( tetxtxtx +′−′′+′′′  

      если   .1)0()0( =′= xx                    если .1)0()0()0( −=′′=′= xxx  

 

7) Дифференцирование изображения 

Если ( )tf ( )pF , 0Re sp > , то  

             ( )tft− ( ),pF ′  

( ) ( )tft 22
1− ( ),pF ′′  

. . . . . . . . . . . . . . . 

 ( ) ( )tftnn
1− ( )( ),pF n  

или 

 ( )tftn ( ) ( )( ) .Re ,...,2,1  ,1
0

spnpF nn >=−  (10) 

Пример 11. Найти изображение оригинала ( ) tettf 32= . 

Решение. 

Имеем te3

3

1

−p
. По теореме о дифференцировании изображения 

 tet 32 ( )
( ) ( )32

2

3

2

3

1

3

1
1

−
=

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−=

″

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
ppp

. 

Ответ: tet 32

( )33

2

−p
. 

ЗАДАНИЯ 

Найти изображения следующих оригиналов: 

 67. tt 2cos2 . 68. ( )tett 4sin + . 

 69. ( )tet t 3ch22 + . 70. ( )tet t sh22 − . 

 71. ( ) ttt 2sin3 + . 72. ( ) ttt 3cos22 +− . 

8) Интегрирование оригинала 

Если ( )tf ( )pF , 0Re sp > , то  

 ( )∫
t

df
0

ττ ( )
0

Re   , sp
p

pF
> . (11) 
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Пример 12. Найти изображение оригинала ∫ ⋅
t

de

0

ττ τ . 

Решение. 
По теореме о дифференцировании изображения 

 tte
( )21

1

1

1

−
=

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
pp

. 

По теореме об интегрировании оригинала 

∫ ⋅
t

de

0

ττ τ ( )
( )21

121

1

−
=−

ppp

p
. 

Ответ:
( )21

1

−pp
. 

ЗАДАНИЯ 

Найти изображения следующих оригиналов: 

 73. ∫
t

d
0

sin ττ . 74. ( )∫ +
t

d
0

2cos1 τττ . 

 75. ∫
t

d
0

2sh τττ . 76. ∫
t

d
0

2 2cos ττ . 

 77. ∫ −
t

de
0

2 ττ τ . 78. ∫
t

d
0

2 sh τττ . 

9) Интегрирование изображения 

Если ( )tf ( )pF , 0Re sp >  и интеграл ( )∫
∞

p

dppF  сходится, то он слу-

жит изображением оригинала ( )
t

tf
: 

 
( )
t

tf ( )
0

Re   , spdppF
p

>∫
∞

. (12) 

З ам е ч а ни е .  

Пусть ( )tf ( )pF  и пусть сходится несобственный интеграл 
( )

∫
∞

0

dt
t

tf
.  Тогда 

 
( ) ( )∫∫

∞∞

=
00

dppFdt
t

tf
.                                      (13) 
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Пример 13. Найти изображение оригинала 
t

tsin
. 

Решение. 

Так как tsin
1

1
2 +p

, то применяя формулу (12), находим 

 
t

tsin
pppdp

p pp

arcctgarctg
2

arctg
1

1
2

=−==
+

∞
∫
∞ π

. 

Ответ: 
t

tsin
parcctg . 

Пример 14. Вычислить интеграл ∫
∞

0

sin
dt

t

t
. 

Решение. 

Имеем tsin
1

1
2 +p

. По формуле (13) 

 
2

arctg
1

=
sin

0
0

2
0

π
==

+

∞
∫∫
∞∞

p
p

dp
dt

t

t
. 

Ответ:  
2

π
. 

ЗАДАНИЯ 

Найти изображения следующих оригиналов:  

 79. 
t

et 1−
. 80. 

t

tcos1−
. 

 81. 
t

t2sin
. 82. 

t

ee tt −−
. 

 83. 
t

tt 2coscos −
. 84. 

t

tet −−1
. 

 

Вычислить интегралы:  

 85. dt
t

ee tt

∫
∞ −− −
0

32

. 86. dt
t

te t

∫
∞ −

0

sin
. 

 87. dtt
t

ee tt

∫
∞ − −
0

2

3sin . 88. dt
t

tt
∫
∞ −
0

4cos2cos
. 
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10) Свертка оригиналов (умножение изображений) 

Если ( )tf ( )pF  и ( )tg ( )pG , то произведение двух изображений 

( )pF  и ( )pG  также является изображением, причем 

 ( ) ( )pGpF ( ) ( )∫ −
t

dtgf
0

τττ . (14) 

Интеграл в правой части (14) называется сверткой и обозначается 

символом ( ) ( )tgtf ∗ . 

 

Пример 15. Найти изображение оригинала 

 ( ) ( )∫ −=
t

dett

0

ττψ τ . 

Решение. 
Оригинал ( )tψ  есть свертка оригиналов ( ) ttg =  и ( ) tetf = . По теоре-

ме о свертке (14) 

 ( )tψ ( ) ( ) ( ) ( )1

1

1

11
22 −

=
−

⋅==Ψ
pppp

pGpFp . 

Ответ: 
( )1

1
2 −pp

. 

ЗАДАНИЯ  

Вычислить интегралы:  

 89. τττ de

t
t∫ −

0

sin . 90. ( ) ττ τdet

t

∫ −
0

2cos . 

 91. ( ) τττ dt

t

∫ −
0

2
ch . 92. ( ) τττ de

t
t∫ −

0

22 . 

 93. ( ) τττ dt

t

∫ −
0

3 sh . 94. ( ) ττττ de

t
t∫ −

0

2 cossin . 
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Т а б л и ц а  1  

Теоремы соответствия операций над оригиналами и изображениями 

 

№ Теорема Оригинал Изображение 
1. Свойство линейности ( ) ( )tgtf βα +  ( ) ( )pGpF βα +  

2. Теорема подобия ( ) ( )0  , >αα tf  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
αα
p

F
1  

3. Теорема смещения ( )tfe
tp0  ( )0ppF −  

4. Теорема запаздывания ( ) ( )0  , >− ττtf  ( )pFe pτ−
 

5. 
Дифференцирование 

оригинала 

( )tf ′  

 
( )( )tf n

 

( ) ( )0fppF −  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )0...0

0

12

1

−−

−

−−′−

−−
nn

nn

ffp

fppFp

6. 
Дифференцирование 

изображения 

( )tft−  

( ) ( )tft
n−  

( )pF ′  

( )( )pF n
 

7. 
Интегрирование 

оригинала ( )∫
t

df

0

ττ  
( )
p

pF
 

8. 
Интегрирование 
изображения 

( )
t

tf
 ( )∫

∞

p

dppF  

9. Свертка оригиналов ( ) ( )∫ −
t

dtff
0

21
τττ  ( ) ( )pFpF 21  

10. Интеграл Дюамеля ( ) ( )pФppF   ( ) ( ) ( )0)(
0

ϕττϕτ tfdtf
t

+−′∫  

11. 

Изображение периоди-

ческой функции ( )tf , 

(Т - период) 

( ) ( )∫ −

−−
=

T

tp

Tp
dttfe

e
pF

01

1
 

§  4.  ОПРЕДЕЛЕНИЕ  ОРИГИНАЛА  ПО  ИЗОБРАЖЕНИЮ  

Для восстановления оригинала по известному изображению исполь-

зуют свойства § 3 и следующие приемы: 

I. Если ( ) ( )
( )pR

pQ
pF =  – правильная рациональная дробь, то разлагают 

эту дробь на сумму простейших дробей и находят оригиналы для каждой 

простой дроби, используя свойства и теоремы § 3. 
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Пример 16. Найти оригинал, соответствующий изображению 

 ( ) ( )( )541

5
2 ++−

−
=

pppp
pF . 

Решение. 
Разлагаем ( )pF  на сумму простых дробей: 

 ( )( ) 541541

5
22 ++

+
+

−
+=

++−
−

pp

DCp

p

B

p

A

pppp
. 

Находим коэффициенты: 

 
2

3
   ,

2

1
   ,

2

1
   ,1 −=−−== DC=BA . 

Тогда 

 ( )( ) =
++

+
⋅−

−
⋅−=

++−
−

54

3

2

1

1

1

2

11

541

5
22 pp

p

pppppp
 

 
( ) ( ) 12

1

2

1

12

2

2

1

1

1

2

11
22 ++

⋅−
++

+
⋅−

−
⋅−=

pp

p

pp
 

 .sin
2

1
cos

2

1

2

1
1 22 tetee ttt −− −−−  

Ответ: ( )ttee tt sincos
2

1

2

1
1 2 +−− − . 

Пример 17. Найти оригинал для изображения ( ) ( )22 1

1

−
=

p
pF . 

Решение. 
Изображение ( )pF  – простая дробь. Для нахождения оригинала вос-

пользуемся теоремой умножения изображений (§ 3) и тем, что  

 
1

1
2 +p

tsin . 

Имеем 

 ( ) ( ) 1

1

1

1
=

1

1
2222 +

⋅
++

=
ppp

pF ( ) =−∫
t

dt

0

sinsin τττ  
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( )[ ] ( )

.sin
2

1
cos

2

1

2sin
4

1
cos

2

1
2coscos

2

1

000

ttt

ttdtt
ttt

−=

=−−⋅=−−= ∫ ττττ
 

Ответ: ttt sin
2

1
cos

2

1
− . 

Пример 18. Найти оригинал для изображения ( )
1+

=
−

p

e
pF

p

. 

Решение. 
Наличие pe−  указывает на необходимость применения теоремы запаз-

дывания. Так как 
1

1

+p

te− , то 
1+

−

p

e p
( ) ( )11 −−− te t η . 

Ответ: 
( ) ( )11 −−− te t η . 

 

II. Вторая теорема разложения 

Если ( )pF  – изображение, то его оригиналом служит функция 

 ( ) ( )[ ]∑
=

⋅=
n

k

tp

k

kepFtf
1

res , (15) 

где сумма вычетов берется по всем особым точкам kp  функции ( )pF . 

В частности, если ( ) ( )
( )pR

pQ
pF =  – правильная рациональная дробь, то 

оригиналом ее служит функция 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ){ }k

k

k

k

n

k

pt

n

n

pp

l

k
k

ppepF
dp

d

n
tf −

−
=

−

−

→=
∑ 1

1

1

lim
!1

1
, (16) 

где kp  – полюсы ( )pF  кратности kn  и сумма в (16) берется по всем полю-

сам функции ( )pF . 

Если все полюсы функции ( )pF  простые, то формула (16) упрощается 

и оригинал для изображения ( )pF  принимает вид  

 ( ) ( )
( )

tp
l

k k

k ke
pR

pQ
tf ∑

= ′
=

1

. (17) 

Пример 19. Найти оригинал для изображения ( )
( )22 1−

=
p

p
pF . 
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Решение. 
Изображение ( )pF  имеет полюсы второго порядка 11 =p  и 12 −=p , 

следовательно 

 ( )22 1−p

p

( ) ( ) =
−

+
+ −→→

2
1

2
1 1!1

1

1!1

1
limlim

p

pe

dp

d

p

pe

dp

d pt

p

pt

p

 

 
( ) ( ) ( )

( ) +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+⋅⋅−+⋅+
=

→
4

2

1 1

121
lim

p

ppepepte ptptpt

p

 

 
( ) ( ) ( )

( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−⋅⋅−−⋅+
+

−→
4

2

1 1

121
lim

p

ppepepte ptptpt

p

 

 

( )[ ] ( )[ ]

.sh
2

1

22

1

4

1

4

1

44
16

1
44

16

1

tt
ee

ttete

eeteeete

tt
tt

tttttt

=
−

=−=

=−⋅+−+−⋅+=

−
−

−−−

 

Ответ: tt sh
2

1
. 

 

III. Первая теорема разложения 

Если ( )pF  – аналитическая функция в окрестности бесконечно уда-
ленной точки и равна в ней нулю, и если разложение ( )pF  в ряд Лорана 

имеет вид ( ) ∑
∞

=
=

1k
k
k

p

C
pF , то оригиналом является функция 

 ( ) ( )
1

1 !1

−
∞

=
∑

−
= k

k

k t
k

C
tf , (18) 

причем этот ряд сходится при всех t . 

Пример 20. Найти оригинал для изображения ( )
12 +

=
p

p
pF . 

Решение. 
Изображение ( )pF  – аналитично в окрестности бесконечно удаленной 

точки и его лорановское разложение имеет вид: 
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( )

( )

( )
.

1

...
1

1...
11

1
1

1
1

1

1
1

1

0
12

242

22

2
2

∑
∞

=
+

−
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−+−=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
+

=

n
n

n

n

n

p

pppp

p
p

p
p

p

p

p
pF

 

Тогда по первой теореме разложения 

 ( ) ( )
( ) t

n

t
tf

n

nn

cos
!2

1

0

2

=
−

= ∑
∞

=
. 

Ответ: tcos . 

Пример 21. Найти оригинал ( )tf  по изображению ( )
21

1

p
pF

+
= . 

Решение. 
Выбрав ту ветвь 21 p+ , для которой 11 = , применим первую тео-

рему разложения: 

 

( ) ( )

...
1

!32

5311

!22

311

!12

11

...
1

!32

5311

!22

311

2

1
1

1

1
1

1
1

73523

63422

2

2

2
1

2
1

+⋅
⋅
⋅⋅

−⋅
⋅
⋅

+⋅
⋅

−=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅

⋅
⋅⋅

−⋅
⋅
⋅

+⋅−=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=

−
−

pppp

pppp

pp
ppF

 

Тогда 

 

( )

( ) ( ) ( )
...

!32!22!12
1      

...
!6!32

531

!4!22

31

!2!12

1
1

26

6

24

4

22

2

6

3

4

2

2

+−+−=

=+⋅
⋅
⋅⋅

−⋅
⋅
⋅

+⋅
⋅

−=

ttt

ttt
tf

 

Итак, искомое решение 

 ( ) ( )
( )

( )tJ
n

t
tf

n
n

n
n

0
0

22

2

!2
1 =−= ∑

∞

=
, 

где ( )tJ0  – функция Бесселя нулевого порядка. 
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ЗАДАНИЯ  

Найти оригиналы по заданному изображению:  

 95. 
2

13

2e

p

e

p

p p− −
+

−
. 96. 

e

p

e

p

p p− −

+
+

2

2

3

3
. 

 97. 
1

4 52p p+ +
. 98. 

1

4 32p p+ +
. 

 99. 
( )

p

p + 1
2

. 100. 

( )
p

p2
2

1+
. 

 101. 
1

2 2 3p p p+ +
. 102. 

( )
1

12 2 2
p p +

. 

 103. 
( ) ( )

1

1 2
2

p p− +
. 104. 

2 3

4 53 2

p

p p p

+
+ +

. 

 105. 
e

p p

pe

p

p p− −

− +
+

+2

2

22 5 9
. 106. 

( )
e

p p

p−

− 1
. 

 107. ( )1

1
2 3

2

2 3 4

p
e e ep p p

+
+ +− − − . 108. 

e

p

pe

p

p p− −

−
+

−2

2

21 4
. 

 109. 

( )
3

1

2

3
2

p

p −
. 110. 

e

p

e

p

e

p

p p p− − −

+ +
2

2

3

3

4

2 6
. 

 111. e p
−

−
1

1. 112. ln 1
1

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

p
. 

 113. sin
1

p
. 114. 

1
1

p
e p
−

. 

§  5.  РЕШЕНИЕ  ЗАДАЧИ  КОШИ  ДЛЯ  ОБЫКНОВЕННЫХ  

ЛИНЕЙНЫХ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ  С  

ПОСТОЯННЫМИ  КОЭФФИЦИЕНТАМИ  

Суть операционного метода сводится к замене дифференциального 

уравнения для оригинала алгебраическим уравнением для изображения, 

используя теоремы и свойства операционного исчисления (§ 3). Далее ре-
шаем алгебраическое уравнение для изображения и по найденному изо-

бражению восстанавливаем оригинал, удовлетворяющий исходному диф-

ференциальному уравнению. 
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Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t a x t a x t a x t f t
n n

n n+ + + ′ + =−
−1

1
1... , (19) 

где ak  – действительные числа. Будем предполагать, что искомая функция 

( )x t , все ее рассматриваемые производные, а также функция ( )f t  являют-
ся оригиналами. Требуется найти решение дифференциального уравнения 

(19), удовлетворяющее начальным условиям: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1

0

1

00
0...,,0  ,0 −− =′=′= nn xxxxxx . (20) 

Применяя к обеим частям уравнения (19) преобразование Лапласа и 

используя теорему о дифференцировании оригинала и свойство линейно-

сти, можно получить вместо дифференциального уравнения (19) алгебраи-

ческое: 

 ( )tx  ( ),pX     ( )tf  ( )pF , 

 ( ) ( ) ( ) ( )pFpQpXapapap
nnn

nn =+++++ −−
−

11

1

1
... , (21) 

где ( )pQ
n 1−  – многочлен от p  степени n − 1. 

Тогда 

 ( ) ( ) ( )
nn

nn

n

apapap

pQpF
pX

++++
−

=
−

−
−

1

1

1

1

...
 – (22) 

операторное решение дифференциального уравнения (19). Оригинал ( )x t , 

для которого функция (22) является изображением, и будет искомым ре-
шением уравнения (19), удовлетворяющим начальным условиям (20). 

 

Пример 22. Решить задачу Коши ( ) ( )′′ + = = ′ = −x x t x x2 0 0 0 1cos ; ,      . 

Решение. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x t X p x t pX p x pX p

x t p X p px x p X p t
p

p

                    

                    

, ,

, cos .

′ − =

′′ − − ′ = +
+

0

0 0 1
1

2 2

2

 

Тогда операторное уравнение имеет вид 

 ( ) ( )p X p X p
p

p

2

2
1

2

1
+ + =

+
, 
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отсюда 

 ( ) ( ) 1

1

1

1

1

1

1

2
22222 +

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=
+

−
+

=
ppdp

d

pp

p
pX   

( ) .sin1sinsin ttttt −==  

Ответ: ( ) ( )x t t t= − 1 sin . 
 

Пример 23. Решить задачу Коши ( ) ( ) ( )′′ + = = ′ =x x f t x x4 0 0 0,    , если 

функция ( )f t  задана графически. 

Решение. 

 ( )f t

t

t t

t t

t

=

<
≤ ≤

− ≤ ≤
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0 0

2 1

4 2 2

0 2

           при  

          при  0

    при  1

           при  

,

,

,

.

   

2

0 21

( )tf

t

 

С помощью единичной функции Хевисайда запишем ( )f t  одним ана-
литическим выражением: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),2221142

224124122

−⋅−+−⋅−−⋅=
=−⋅−−−⋅−+−⋅−⋅=

tttttt

tttttttttf

ηηη
ηηηη

 

поэтому, применяя формулу ( ) ( )f t e F pp− −τ τ      , получим 

 ( ) ( )f t
p p

e
p

e
p

e ep p p p      
2 4 2 2

1 2
2 2 2

2

2

2− + = − +− − − − . 

Полагая ( ) ( )pXtx       и учитывая начальные условия, получим 

 ( ) ( )′x p pX p      , ( ) ( )′′x p p X p      2 . 

Операторное уравнение имеет вид 

 ( ) ( ) ( )p X p X p
p

e ep p2

2

24
2

1 2+ = − +− − , 

откуда 

 ( )
( )

( ) ( ) ( )X p
e e

p p p p
e e

p p

p p=
− +

+
= −

+

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ − +

− −
− −

2 1 2

4

1

2

1

2 4
1 2

2

2 2 2 2

2 , 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).222sin
4

1
112sin

2

1
+   

2sin
4

1
22

2

1
11

2

1
        

42442

1

22

1
2

2

222

2

22

−⋅−−−⋅−

+⋅−−⋅−+−⋅−−⋅

+
−

+
+

+
−+−=

−−−−

tttt

tttttttt

p

e

p

e

pp

e

p

e

p
pX

pppp

ηη

ηηηη  

Ответ:  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−
+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 11

2

12sin

4

2sin

2
tt

t
t

tt
tx ηη  

                           ( ) ( ) ( ).2
4

12sin
2

2

1
+ −⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−− t
t

t η  

ЗАДАНИЯ  

Решить дифференциальные уравнения при заданных начальных усло-

виях:  

115. ( )′ + = =−x x e xt , .  0 1  

116. ( )′ − = = −x x x1 0 1, .   

117. ( ) ( )′′ + ′ = = ′ =x x x x1 0 0 0 1, , .     

118. ( ) ( )′′ + ′ = = ′ = −x x e x xt3 0 0 0 1, , .     

119. ( ) ( )′′ + ′ − = = ′ =−x x x e x xt2 3 0 0 0 1, , .     

120. ( ) ( )′′ + ′ = = ′ =x x t t x x2 0 0 0 0sin , , .     

121. ( ) ( ) ( )′′′ + ′ = = ′ = ′′ =x x x x x1 0 0 0 0, .   

122. ( ) ( ) ( )′′′ + ′ = = ′ = − ′′ =x x t x x x, , , .      0 0 0 1 0 0  

123. ( ) ( )′′ + ′ + = = ′ = −x x x t x x2 0 0 0 1sin , , .     

124. ( ) ( )′′ + ′ + = = ′ =x x x x x2 5 3 0 1 0 0, , .     

125. ( ) ( )′′ − ′ + = = ′ =x x x x x2 2 1 0 0 0, .   

126. ( ) ( )′′ + ′ = = ′ =x x t x xcos , , .    0 2 0 0  

127. ( ) ( ) ( ) ( )x x t x x x xIV + = = ′ = ′′ = ′′′ =2 0 0 0 0 0, .   

128. ( ) ( ) ( )′′′ + ′ = = ′ = ′′ =x x e x x xt , , , .      0 0 0 2 0 0  

129. ( ) ( )′′ − ′ + = − = ′ =x x x t t x x2 0 0 0sin , .   

130. ( ) ( )′′ + = + = ′ =x x te t x xt 4 0 0 0sin , .   

131. ( ) ( ) ( )′′ + = = ′ =x x f t x x, .     0 0 0  
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1 

-1 

0 21

( )tf

t

 
132. ( ) ( ) ( )′′ + = = ′ =x x f t x x, , .       0 1 0 0  

 

 

 
2 

1 

0 2

t

( )tf

1  

§  6.  РЕШЕНИЕ  СИСТЕМ  ЛИНЕЙНЫХ  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ  ОПЕРАЦИОННЫМ  

МЕТОДОМ  

Метод интегрирования систем линейных дифференциальных уравнений 

по существу не отличается от метода интегрирования одного уравнения. 
Пример 24. Решить систему дифференциальных уравнений 

 
′ − − =
′ + − =

⎫
⎬
⎭

x x y e

y x y

t2 3 3

3 2 0

2 ;

,
 

при начальных условиях ( ) ( )x y0 0 0 1= =, .   

Решение. 
Переход к уравнениям в изображениях дает 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

pX p X p Y p
p

pY p X p Y p

− − =
−

+ − =

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

2 3
3

2

3 2 1

,

,

 

где ( ) ( ) ( ) ( )X p x t Y p y t               , . 

Применяя обычные методы решения систем алгебраических уравне-
ний (например, по формулам Крамера), получаем: 

 ( )Δ =
− −

−
= − +

p

p
p

2 3

3 2
2 9

2
,  
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 Δ X p
p

= −
−

−
=

3

2
3

1 2

6,          ΔY

p
p p

p
=

−
− = − −

−
2

3

2
3 1

2
9

2
. 

Тогда  

 ( )
( )

X p
p

e tt=
− +

6

2 9
2 3

2

2     sin ; 

( ) ( )
( ) ( )[ ]

( )
( )

Y p
p

p p

p

p p
e t et t=

− −

− − +
=

−

− +
−

−
−

2 9

2 2 9

2 2

2 9

1

2
2 3

2

2 2

2 2      cos . 

Ответ:     ( ) ( )x t e t y t e t et t t= = −2 3 2 32 2 2sin , cos .         

 

ЗАДАНИЯ  

Решить системы уравнений: 

133. ( ) ( )
x x y e

y y x e
x y

t

t

+ ′ = +

+ ′ = +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
= =

,

,
.       0 0 1  

134. ( ) ( ) ( )
′ − ′ − + = −
′′ + ′ + =

⎧
⎨
⎩

= = ′ =
x y x y t

x y x
x y x

2 2 1 2

2 0
0 0 0 0

,

,
.        

135. ( ) ( )
′ + + =

′ − + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
= =

x x y e

y x y e
x y

t

t

2 2 10

2 7
0 1 0 3

2

2

,

,
, .          

136. ( ) ( ) ( ) ( )
′′ − ′ + + ′ − =

− ′ + + ′′ − ′ + =
⎧
⎨
⎩

= ′ = ′ = =
x x x y y

x x y y y
x x y y

3 2 0

5 4 0
0 0 0 0 0 1

,

,
, .          

137. ( ) ( ) ( )
′ = − −
′ = − −
′ = − −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

= − = =
x y z

y x z

z x y

x y z

,

,

,

, , .           0 1 0 0 0 1  

138. ( ) ( ) ( )
′ = −
′ = +
′ = +

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

= = =
x y z

y x y

z x z

x y z

,

,

,

, , .           0 1 0 2 0 3  
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§  7.  ИНТЕГРАЛ  ДЮАМЕЛЯ  

Если функция ( )f t  непрерывна на [ )0,+∞ , а функция ( )ϕ t  непрерыв-

но дифференцируема на [ )0,+∞  и  

 ( ) ( ) ( ) ( )F p f t Ф p t                        , ,ϕ  

то 

 ( ) ( ) ( ) ( )F p Ф p f t d
t

     τ ϕ τ τ−∫
0

. 

Отсюда по теореме о дифференцировании оригинала 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pF p Ф p f t f t d
t

     ϕ τ ϕ τ τ0
0

+ ′ −∫ . (23) 

Правую часть этой формулы называют интегралом Дюамеля. 

Интеграл Дюамеля может быть использован при интегрировании 

дифференциальных уравнений. Пусть требуется найти решение линейного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами 

 ( ) ( ) ( )x a x a x a x f t
n n

n n+ + + ′ + =−
−1

1
1... , (24) 

удовлетворяющее начальным условиям 

 ( ) ( ) ( ) ( )x x x
n

0 0 0 0
1= ′ = = =−

... . 

Тогда решение данного уравнения имеет вид: 

 ( ) ( ) ( )x t f z t d
t

= ′ −∫ τ τ τ
0

 (интеграл Дюамеля), (25) 

где ( )z t  есть решение уравнения (24) с правой частью, равной 1: 

 ( ) ( )z a z a z a z
n n

n n+ + + ′ + =−
−1

1
1 1...   (26) 

и теми же нулевыми начальными условиями. 

Особенно выгодно применять интеграл Дюамеля для интегрирования 

нескольких линейных дифференциальных уравнений с одинаковыми ле-
выми и различными правыми частями. В этом случае интеграл Дюамеля 

значительно сокращает объем работы. 

Требование, чтобы начальные условия были нулевыми несуществен-

но; простой заменой искомой функции задачу с ненулевыми начальными 

условиями можно свести к задаче с нулевыми начальными условиями. 
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Пример 25. Найти решение дифференциального уравнения 

′′ + =x x t5 2  при начальных условиях ( ) ( )x x0 0 0= ′ = . 

Решение. 
Сначала найдем решение уравнения ′′ + =z z 1, удовлетворяющее ус-

ловиям ( ) ( )z z0 0 0= ′ = . Уравнение в изображениях примет вид 

 ( ) ( )p Z p Z p
p

2 1
+ = , 

откуда 

 ( ) ( )
Z p

p p p

p

p
=

+
= −

+
1

1

1

12 2
, 

следовательно, ( )z t t= −1 cos . 

Для отыскания решения исходного уравнения применим интеграл 

Дюамеля: 

 ( ) ( ) ( )x t t d t t
t

= − = − +∫ 5 5 2 22

0

2τ τ τsin cos .  

Ответ: ( ) ( )x t t t= − +5 2 22 cos . 

 

Пример 26. С помощью интеграла Дюамеля решить задачу Коши: 

 
( )

( ) ( )′′ + ′ + =
+

+ = − ′ =
−

x x x
e

t
t x x

t

2
1

0 2 0 1
2

, ,       . 

Решение. 
Сводим исходную задачу к задаче с нулевыми начальными условия-

ми. Для этого полагаем 

 ( ) ( )y t x t x x t= − −0 1  (27) 

или 

 ( ) ( )y t x t t= + −2 , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t y t t x t y t x t y t= + + ′ = ′ + ′′ = ′′2 1, ,     

и уравнение преобразуется в следующее: 

 ( ) ( )( ) ( )
( )

′′ + ′ + + − + =
+

+
−

y t y t y t t
e

t
t

t

2 1 2
1

2
,  
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 ( ) ( )y y0 0 0 0= ′ =, .      

Или  

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )′′ + ′ + =
+

= ′ =
−

y t y t y t
e

t
y y

t

2
1

0 0 0
2

,     . 

Решая последнее уравнение с помощью интеграла Дюамеля, получаем: 

 ( ) ( )[ ]x t e t t tt= − + − +− ln 1 2 . 

Ответ:    ( ) ( )[ ]x t e t t tt= − + − +− ln 1 2 . 

 

ЗАДАНИЯ  

С помощью интеграла Дюамеля найти решения уравнений, удовле-
творяющих заданным начальным условиям: 

 

139. ( ) ( ) .000  , =′==′+′′ xxtxx  

140. ( ) ( ) ( ) .0000  , =′′=′==′+′′′ xxxexx t  

141. ( ) ( ) ( ) .000  ,
1

2

2

=′=
+

=′−′′ xx
e

e
xx

t

t

 

142. ( ) ( ) .000  ,
1

2 =′=
+

=+′+′′
−

xx
t

e
xxx

t

 

143. ( ) ( ) .000  ,
2

2

=′=
+

=′−′′ xx
e

e
xx

t

t

 

144. ( ) ( ) ( ) .0000  ,
sin2

1
=′′=′=

+
=′+′′′ xxx

t
xx  

145. ( ) ( ) .200  ,3cos4 =′==+′′ xxtxx  

146. ( ) ( ) .000   
.

,
==

⎩
⎨
⎧

=−+′
=−+′

yx
exyy

eyxx
t

t
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Ответы 

1. Да;  2. Да;  3. Да;  4. Да;  5. Нет;  6. Нет;  7. Да;  8. Да; 9. 
1
2p

; 10. 
2

32

p

p+
;   

11. 
( )

1

1
2

p −
;  12. 

( )
2

3
2

p −
;  13. 

3

92p +
;  14. 

p

p2 4+
;  15. 

( )Γ α
α
+
+

1

1p
;  16. 

p

p2 16−
;   

17. 
3 4 4

2 3p p p
+ + ;  18. 

6 2 1
4 2p p p
− + ;  19. 

1 2

12 2p p
+

+
;  20. 

2 4 3

13 2 2p p

p

p
− +

+
; 

21. 
4 4

1

2

12 2p p p
+

−
+

−
;  22. 

( )
10

1

1

1
3 2 2p

p

p p
−

−
+

−
;  23. 

1

4p −
;  24. 

p

p2 9+
;   

25. 
ω
ωp2 2+

;  26. 
p

p2 2+ω
;  27. ( )

2

42p p +
;  28. ( )( )

p p

p p

3

2 2

7

9 1

+

+ +
;   29. 

( )
( )

2 12

20 256

2

2
2

p

p

−

+ −
;   

30. 
( )

( )
p p m n

p m n m n

2 2 2

2 2 2
2

2 24

+ +

+ + −
;  31. 

p

p p p2 16

1 4

5−
+ −

−
;   

32. 
1

8

3

16

4

1

1

2

5

36

5
2 2 2p

p

p

p

p

p

p p
+

+
−

+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ;  33. 

( )
2

2 4
2

p − +
;  34. 

( )
p

p

+

+ +

3

3 16
2

;   

35. 
( ) ( )

6

1

1

4 1
4 2

p p+
+

− −
;  36. 

( ) ( ) ( )
2

1

2

1

1

1 1
3 2 2

p p

p

p−
+

−
+

−

− −
;  37. 

( ) ( )
2

3 4

3

3 1
2 2

p

p

p− −
+

−

− +
;   

38. 
( ) ( ) 42

2

92

2
22 ++

−
−+

+
pp

p
;  39. 

( ) ( )( )
2

4 4 4
2

p p+ + +
;  40. 

( )
( ) ( )( )

p

p p

− +

− − +

5 2

5 5 4

2

2
;   

41. 
e

p

p−

+

2

2 1
;  42. 

pe

p

p−

+

3

2 1
;  43. ( )

e

p

pe

p

p p− −
+

+2 2 42
;  44. ( )

2

4

2

2

e

p p

p−

+
;45. 

e

p

p−

−

2

1
;  46. 

e

p

p3 3

1

−

−
;   

47. 
2 2 1

3 2p p p
− + ;  48. e

p p p

p− + +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 2 1
3 2

;  49. 
1− −e

p

p

;  50. 
( )1

2
− −e

p

p

;  51. 
( )1

2

2

− −e

p

p

;   

52. 
1 2

2

− −e

p

p

;  53. 
e e

p

p p− −− 2

2
;  54. 

( ) ( )1 1 2 1

0p

k

e

k

kp
k

− +

=

∞

∑ ; 55. 
( )
( )p

p

ep

e
42

2

1

1
−

−

−
−

;  56. ( )
1

12

+ −

−

−p e

p e

p

p
;  

57. 
1

1

1

12p

e

e

p

p+
⋅
+
−

−

−

π

π ;  58. 
1

1

2

12

2

p
p

e

e

p

p+
+

−

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

−

−

π

π ;  59.  ( )( )
1

1 12p e p+ − −π
;   

60. 
( )
( )

1 1

1

2

2

2− +

−

−

−

Tp

pT

e

p e

pT

 ;  61. ( )
p

p p

2

2

2

4

+

+
;  62. 

( )
4

42
2

p

p +
;  63. 

p
ppFpFp

3
)(2)(2 −− ; 

64. )()( 23 pFppp −+ ;  65. 5
1

)()4(
2

2 −−−+
p

ppFpp ;  66.
1

1
3)()32( 223

−
+++−+

p
pppFppp ;  
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  67. 

( )
2 24

4

3

2
3

p p

p

−

+
;  68. 

( ) ( )
p

p p

2

2
2 2

1

1

1

4

−

+
+

−
;  69. 

( ) ( )
2

2

2 54

9
3

3

2
3

p

p p

p−
+

+

−
;  70. 

( ) ( )
2

2

2 6

1
3

2

2
3

p

p

p−
−

+

−
;  

71. 

( ) ( )
48 192

4

4

4

3

2
4

2
2

p p

p

p

p

−

+
+

+
;  72. 

( ) ( )
2 54

9

9

9

2

9

3

2
3

2

2
2 2

p p

p

p

p

p

p

−

+
+

−

+
+

+
;  73. ( )

1

12p p +
;   

74. 

( )
p p p

p p

3 2

2
2

4 4

4

+ + −

+
;  75. 

( )
4

42
2

p −
;  76. ( )

p

p p

2

2 2

8

16

+

+
;  77. 

( )
2

1
3

p p +
;   

78. 

( )
1

2

1 4

4
2

2

2
2p p

p

p

−
+

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

;  79. ln
p

p − 1
; 80. ln

p

p

2 1+
; 81. 

1

2

42

ln
p

p

+
;  82. ln

p

p

+
−

1

1
;   

83. 
1

4
ln

2

1
2

2

+
+

p

p
;  84. ln

p

p p−
−

1

1
;  85. ln

3

2
;  86. 

π
4

;  87.  arctg arctg−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

1

3

2

3
;  88. ln2 ; 

89. 
( )( )

1

1 12p p− +
;  90. 

( )( )
p

p p− +2 12
;  91. ( )

2

12 2p p −
;  92. 

( )
2

23p p +
;  93. ( )

6

14 2p p −
;  

94. ( )( )42

1
2 +− pp

;  95. ( ) ( ) ( )t t e tt− − + −−1 1 2
2 2η η ;    

96. ( ) ( ) ( ) ( )t t e t
t− − + −− −

2 2 3
3 3η η ; 97. e tt−2 sin ;  98. ( )1

2

3e et t− −− ;  99. ( )1− −t e t ;   

100. 
1

2
t tsin ;  101. 1− −− −e tet t ;  102. t t− sin ;  103. ( )1

9
32e e tet t t− − + ;   

104. ( )3

5 5
4 3

2

+ −
−e

t t
t

sin cos ; 105. ( ) ( ) ( ) ( )1

2
2 1 1 3 2 21e t t t tt− − − + − −sin cosη η ;   

106. ( ) ( )e t tt− − − −1 1 1η η ; 107. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sin sin2 2 2 2 3 3 3 4 4t t t t t t− − + − − + − −η η η ; 

108. ( ) ( ) ( ) ( )sh cht t t t− − + − −1 1 2 2 2η η ;  109. 
1

3

1

3

3

2
3

3

2
2te te t tt t

− +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟−

cos sin ; 

110. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t− − + − − + − −1 1 2 2 3 3
2 3η η η ;  111. ( )

( )

( )
−

−

−

=

∞

∑ 1
1

1

1

n
n

n

t

n n! !
;   

112. ( )
( )

( )
−

−
+

−

=

∞

∑ 1
1

1
1

1

n
n

n

t

n n!
;  113. ( ) ( ) ( )

−
− −

+
−

=

∞

∑ 1
2 2 2 1

1
2 2

1

n
n

n

t

n n! !
;  114. 

( )
( )[ ]
−

−

+ −

=

∞

∑
1

1

1 1

2
1

n n

n

t

n !
; 

115. ( ) ( )x t t e t= + −1 ;  116. ( )x t = −1 ;  117. ( )x t t= ;  118. ( )x t e et t= + −−1

4

5

12

2

3

3 ; 

119. ( ) ( )ttt eeetx −− −−= 23
8

1 3
;   

120. ( ) ttttttetx t cos
5

2
sin

5

1
sin

25

14
cos

25

2

25

2 2 −−+−= −
; 121. ( )x t t t= − sin ;   

122. ( )x t t t t= − + −
1

2
12 cos sin ;  123. ( ) ( )x t e te tt t= − −− −1

2
cos ; 
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124. ( )x t e t e tt t= + +− −3

5

2

5
2

1

5
2cos sin ;  125. ( ) ( )x t e t e tt t= − +

1

2
1 cos sin ;   

126. ( ) ( )x t e t tt= + − +−2
1

2
cos sin ;  127. ( ) ( )x t t t t= − ⋅

1

4

2 sh sin ;   

128. ( )x t e t tt= + + −
1

2

3

2

1

2
1sin cos ;  129. ( )x t t t te et t= + − + −2

1

2

1

2

3

2
cos ; 

130. ( ) ( )x t t e t t t tt= − + + −
1

2
1

1

2
2 2cos sin cos ;   

131. ( ) ( ) ( ) ( )x t
t

t
t

t
t

t= −
−

− +
−

−⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

2
2

2
1

2
1

2

2
22 2 2sin sin sinη η η ; 

132. ( ) ( ) ( )[ ] ( )x t t t t= + − − −η η1 2 2cos ;  133. ( ) ( )x t e y t et t= =,   ;   

134. ( ) ( ) ( )x t e te y t t e tet t t t= − − = − − −− − − −2 1 2 2 2,   ;  135. ( ) ( )x t e y t et t= =2 23,   ; 

136. ( ) ( ) ( ) ( )x t e e te y t e e tet t t t t t= − + = − −
1

4
2

1

4
5 23 3 3 3,   ;  

137. ( ) ( ) ( )x t e y t z t et t= − = =, ,   0 ; 138. ( ) ( ) ( )x t e y t e te z t e tet t t t t= − = − + − = − + −2 2 4 2 5, ,   ;  

139. ( )x t t t e t= − + − −1

2
12 ; 140. ( )x t e t tt= − + −

1

2

1

2

1

2
1sin cos ;   

141. ( ) ( )x t e
et

t

= − −
+1

2
1

1

2
ln ;  142. ( ) ( ) ( )[ ]x t e t t tt= + + −− 1 1ln ;   

143. ( ) ( )x t e
e

et
t

t= +
+

− +2
2

3
1ln ; 

144. ( ) ( ) ( )x t t t t t t t

t

= − + − + +
+

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ln cos cos ln sin sin sin arctg

tg
2 2

2

3
2 1

2 1

3 6

2 π
; 

145. x t t t= − +
11

5
2

1

5
3 2cos cos sin ;  146. ( ) ( )x t e y t et t= − = −1 1,  . 
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Т а б л и ц а  2  

ОСНОВНЫЕ ОРИГИНАЛЫ И ИХ ИЗОБРАЖЕНИЯ 

 

Оригинал ( )f t  Изображение ( ) ( )F p f t e dtpt= −
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1 2 
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( )Γ α
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− +α 1
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− +

1

1
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7. 
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p
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9. 
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ω
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11. 

 

e ttα ωsin   ( )
ω

α ωp − +2 2
 

 

12. 

 

e ttα ωcos   ( )
p

p

−

− +

α

α ω2 2
 

 

13. 

 

e ttα ωsh   ( )
ω

α ωp − −2 2
 



 35

Ок о н ч а н и е  т а б л .  2  
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+
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+
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2 2
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24. ∫
∞

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

t

x dxe
t

2

22

2
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απ
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1

p
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25. Si
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x
dx
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p
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t
x

x
dx
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1 1

12p p
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