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МАТЕМАТИКА

М. Н. ОЛЕВСКИЙ

К ОБОБЩЕНИЮ ПРОБЛЕМЫ ЛАМЕ—ДАРБУ
(Представлено академиком С. Л. Соболевым I IX 1946)

Еще Ламе поставил задачу нахождения всех триортогональных 
систем в эвклидовом пространстве Е3, для которых уравнение Лап­
ласа допускает, так называемое, полное разделение переменных 
(см. (х,2)).

Эта проблема допускает различные обобщения (неэвклидовы про­
странства, неполное разделение переменных, число измерений «>3, 
более общее дифференциальное уравнение).

В настоящей работе мы находим все триортогональные си­
стемы в т р е х ме р н о м п р ост р а нс тве 53 п ост о я н н о й к р и- 
визны О, для которых уравнение Д2« = 0 допускает 
полное разделение переменных, где Д2— второй дифферен­
циальный параметр Бельтрами, отвечающий Линейному элементу S3.

Следующая таблица содержит окончательные результаты этого 
исследования: в ней перечислены все отвечающие поставленной за- 

з
даче формы линейного элемента ds2 = V h^dp^ (с точностью до нор- 

_ '=І
мировки параметров р( =/г (р/), г = L 2, 3) и искомые триортогональ­
ные системы (с точностью до движения); уравнения соответствующих 
поверхностей записаны в вейерштрассовых координатах ?], Р 

(¥ + У+?+-р* = --, ds2 = d^2 + d-ц2 + dX2 + - dp2}.
V k k kJ

*
1) do^ + -j- sin2 ^Рі^Рі2 + cos2 У#р^р32, 0.

(S2 4. ^) = sin2 / 7)=^tgp2( = p\.g\fhp.3.

2) ^ + ^^-^ + піРз2), *<0.

p __ У—^ = У kfl, ^рУр — Vs$), C = p3 Ip — ]/—

3) A sin2 У£p3 4- dp32, k^O.

A = — — (Pi — p2) (----------- ------------------------------------------- .
((Pi — a) (pi — b) (pj — c) (p2 —«) (p2 —.*■) (Pa —c) /

a>pi>&>p2>c.
—----- > v 4- ’ -=<> (Л--1,2), p =’cosj/^p3.
a — Pi b - pt c — pt
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4) 4" sin2 / #Рз (^P12 + sin2 Рі^Рг3) + ^рз2, о.
k

^2 4-^2= sin2Р1, 71 = £tgp2, р = COS у/ ^Рз*

5) A ch2 / — #Рз + (Zp,2, k < 0, Pj < с < b < а < р2.

-^-4———4—= о </= 1,2), 5 = shi/^e, 
а — р/ с — р/ k (b — pi) ў

6)  Pi < c < p2 < b < a, k < 0.*
£2 «*.2  »j2

—---- bp—4- —-----= 0 (/=1,2).
c — Pi b — pi k {a — p;)

7) P2<«<P1> & = y + o/, c = ^ — oi, £<0.

'8)

g2
a — Pi

(r — Pi) (^84р2) —28 /—Q
^[4-ph2 + 52]

Pi>«>Ps> c = b<a, ^<0.

e , ^+р2 + h V-k-pf =0 (. = } 2 
a — pi k (b—pi) k(b—pi)3

'9) Px > « > p2, c = b = a, k < 0.

--1 —* P /—Й2= p*  + (/=1,2).
a Pi /

10) c^y^-^^p^ + sh2 \<-Wp22)+^p32, ^<0.

p- = (1 — K2) ch2 V— ^Pj, 7] = £tg /— 4p2.

11) ch2/ —#p3 (dpt24-ch2/ —t/p32, £<0.

— #7]2 = (p2 4- ^2) th2 y^—^Pu yA— b = p th /— йр2.

12) ch2 у<-Ьрз (б/рг + ^2^^^ 2)!^2, ^<0.*

1-K2=e2 т] = р2(р- /^).

13) e2/^?a№12+p1W)4-rfp32, <0.*

t\2+ = ^2(р—\f— kK)2, C = 4tgp2, р— V— == eV~k?\

* Там, где не указан линейный элемент, предполагается, что он имеет тот же 
вид, что и в соответствующей предыдущей рубрике; то же относится и к третьему 
семейству поверхностей в случаях 6—12, 14—15.
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14) e2 Ч’(р/ + p22) (zZP12 + rfp22) + rfp32> * < 0.

[(p - Pi2 - /^+T-]2 = ^ (/=1,2).
( * ■ 'X.

15) e2 (ch 2P1 - cos 2p2) (zZP12 + d? *) + drf, £ < 0.

4- + v • = (P ~ /^)2> ~~----- 4" = ^P- )2-s
ch2 pi sh3 pi cos2 p, sin2 p2

16) A — ^(Pi~«) («—РгМз2,

c<&<P2<«<Pi> ^<°; c<p2<fe<p1<a, ^>0.

-Ili-H + + ——— = o (z = 1, 2), - = tg H«—6)(a —c)p3.
a-fr —Pi *(c —P>') 4

17) A — v<Pi — &) (p2 —^)^рз2> ^^0-

c<&<p2<a<P1, ^<0; c<P2O<P1<a, #>0.

= 0 (z = 1, 2), J = tg V(c-byb-a) Рз.
a — p; b — pi k (c — p/) t

18) A —y(pi —a) (a —РаІ^Рз8, *<°> P2 O< b< a <Pi-

JL_+ ^+£-4- —= 0 (i = 1, 2), 3 = tg y\c — d)i,b — a)^.
.с-p,- a—Pi k(_b — pi) І,

19) A —j(c —P1) (с —Рг)^з2> #<°> c<b<?2<a<?i-

+ _aL_ + ^L+pL =o (z = 1, 2), = th V^c — a) [c—b) Рз.
й — pi b — pi k(c — p;) p у __ %

20) A — ^(c — ?i) (P2 —c) ^Рз'2, £<0, P2<c<&<a<Pi.

_ H----f - 4---- = 0 (z = 1, 2), ■— ----- = th У (a — b) (b—с) Рз.
c — pi k(b — pi) a — p; p У—k

21) A—y(P1 —a) (a —p2)zZP32, ^<0; P1>a>p2,

b — у У Ы, с = у — 8z.
У_+ ту . (Y-Pi) (^2+^)-28 V-kX,p 
a - pt k [(7 — р,)2 + S2]

= 0 (z=l,2),

5 = W/ (a —Y)2 + 82Рз-
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22) --(Pi —О (<• —p2)<W, ^<0; pi>c>p2, a- = b. k

^±гг, ^г+рг v-k-p^ = 0 1; 2)> l = tg(a_0p3.
a — p; к (c — p,) k (c — p/)2 4

23) A ± y(pt — a) (p2 — a) d^2, ^<0; p2<c<Pj, a = b. k

C2 + ± (g V-k-py = 0 (Z = J, 2))
c — Pi k (a — Pi) k (a — Pi)2

24) A---- -(Pi — a} (a — p2) ^P32, ^<0; p2>a >p2, a = b = c. k

P-~^-—+V\~wX+ *42 = 0 (/ = 1, 2), —= p3.
a — Pi / p — 5 /—.%

25) — 1 Г---------СРі-Р») (Pi.-pO--------- ^P12 + .. 1 0.
46 L (Pl ~ a) (pl — 6) (Pl— c) (pl —

d<Zc<p3<b<_?.2<a<^, £<0; d<ps<c<?2<b <.Pi<a, ^>0
—-4----- £— = 0 (/<= 1, 2, 3', ^^0.

« — Pi b — pi c — Pi k(d — рг)

26) Р3<^<с<й<р2<а<ръ ^<0.
-і--------— = 0 (і= 1,2,3). 

d~ р, b—?i а — рі k{c — р,-)

27) Рз<^Ь <^Рі<іа<ІРі> с = х-\-8і, d — y—3/; #<0.

2 , , (х-= о 07=123'
-рі ь — pi k [(у — рі)! -}-o«]

28) Рз<й<р2<«<Рі> c = d<b-, ^<0.
?2 , ГІ , (С /-6 -Р )

я—Рі ь — Pi k(c — ?іу
+ *^2=0 (/=1,2,3). 

6(е-Рі)

29) Рз<^<Р2<«<Рі, d<c = b-, #<0.

+ + (/=1,2,3).
d — Р і а—'Рі k(b— Pi)2 k (Ь— Рі)

30) Рз<^<р2<«<Рі> d = c = b- k<0.
V (С/-*-/,,2 + (/= b 2.Л)

a — Pi (b — Pi)3 (b — Pi)2 k (b — Pf).
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