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ГЛАВА 1   

ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 

§ 1.1. Комплексные числа 

 

Число iyxz  , где х и y – любые действительные числа, а i  – 

мнимая единица, называется комплексным числом. Действительные 
числа х и y называются соответственно действительной и мнимой 

частями комплексного числа z  и обозначаются: 

zx Re  или )(zR , 

zy Im  или )(zI . 

Два комплексных числа считаются равными, если равны их дей-

ствительные и мнимые части, т.е. равенство 2211 iyxiyx   равно-

сильно двум равенствам: 21 xx  , 21 yy  . 

Так как две точки, определенные своими координатами в декар-

товой прямоугольной системе координат, совпадают тогда и только 

тогда, когда они имеют равные абсциссы и равные ординаты, то мож-

но установить взаимнооднозначное соответствие между всевозмож-

ными точками плоскости, с одной стороны, и всевозможными ком-

плексными числами – с другой. Иначе говоря, будем изображать ком-

плексное число iyxz   с помощью точки, абсцисса которой равна 
x , а ордината y ; тогда всякое комплексное число изображается с по-

мощью вполне определенной точки плоскости, и обратно всякой точ-

ке ),( yx  плоскости будет соответствовать вполне определенное ком-

плексное число iyxz  . Можно действительной и мнимой частям 

комплексного числа поставить в соответствие не координаты точки, а 
координаты вектора, т.е. взятые с соответствующим знаком проекции 

на координатные оси вектора, начало которого совмещено с началом 

координат, и, следовательно, изображать комплексные числа с помо-

щью векторов (рис. 1.) 

 

y 

xx

y r



iyxz 

Рис. 1.
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Действительные числа изображаются точками, лежащими на оси 

x0 ; эту ось называют действительной осью. Числа, действительные 
части которых равны нулю изображаются с помощью точек, лежащих 

на оси y0 . Эту ось называют мнимой осью. 

Положение точки, изображающей комплексное число z , можно 

определить также с помощью полярных координат r  и  , т.е. с по-

мощью длины вектора, соответствующего комплексному числу, и ве-
личины угла, образованного этим вектором с положительным направ-

лением действительной оси. Числа r  и   будем называть соответст-
венно модулем и аргументом комплексного числа z  и пользоваться 

обозначением 

|| zr  , zArg . 

Для действительного числа введенное здесь понятие модуля 

совпадает с понятием абсолютной величины. Модулем чисто мнимо-

го числа является абсолютная величина его мнимой части. 

Из определения модуля и аргумента следует, что если iyxz  , 

то 

).sin(Arg||sin

),cos(Arg||cos

zzry

zzrx







             (1.1) 

и 

.tg)tg(Arg,|| 22

x

y
zyxrz    

Величина zArg  многозначная и определена лишь с точностью 

до целого числа 2 . В качестве главного значения величины zArg  

обычно выбирают значение, определенное неравенствами: 

  zArg . 

Главное значение аргумента z  обозначают zarg , тогда: 
,...)2,1,0(2argArg  kkzz  , 

причем 
 
























.0,0 если,2 

,0,0 если,2

,0,0 если,arctg

,0,0 если,arctg

,0 если,arctg

arg

yx

yx

yxxy

yxxy

xxy

z







      (1.2) 
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Пользуясь формулами (1.1), можно всякое комплексное число, 

отличное от нуля, представить в так называемой тригонометрической 

форме: 
).sin(cossincos  irirriyxz        (1.3) 

 

С помощью формулы Эйлера  sincos iei   можно перейти 

от тригонометрической формулы (1.3) к показательной 
 

.irez        (1.4) 

 

Пример 1.  

а) iz 1 .     211 22 r ;    1tg 
x

y ,   
4

  . 

Тогда 
42

4
sin

4
cos21  ieiiz 






  . 

б) iz  .    11 r ;    
x

ytg ,   
2

  . 

21
2

sin
2

cos1  ieiiz 





  . 

в) 1z .    1r ;    0tg 
x

y ,   0 . 

  110sin0cos11 0  ieiz . 

г) 2z .    2)2( 2 r ;      . 

   ieiz 2sincos22  . 

д) iz 3 .    3)3( 2 r ;    
2

  . 

23
2

sin
2

cos33  ieiiz 




















 . 

 

Два комплексные числа, имеющие одну и ту же действительную 

часть, а мнимые части которых равны по абсолютной величине, но 

противоположны по знаку, называются взаимно сопряженными. Чис-
ло, сопряженное числу z , обозначается z . Если iyxz  , то 

iyxz  . Из этого определения следует, что если z , то z  и, 

следовательно, zz  . 
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Модули взаимно сопряженных чисел одинаковы, а аргументы 

отличаются только знаком: 

|||| zz  ,   zz ArgArg  . 

Всякое действительное число совпадает с числом, ему сопря-

женным. Сопряженные числа изображаются точками, взаимно-

симметричными относительно действительной оси. 

 

§ 1.2. Действия над комплексными числами 

 

Сложение и умножение комплексных чисел производится по 

правилам сложения и умножения алгебраических многочленов; по-

следнее из этих правил дополняется требованием замены 12 i , 

ii 3 , 14 i , …. При записи результата действий, произведенных 

над комплексными числами следует отделить действительную часть 
от мнимой. 

Пусть даны два комплексных числа: 111 iyxz  , 222 iyxz  , 

тогда 
 

       
       

2
2

2
2

2112

2
2

2
2

2121

22

22

22

11

22

11

2

1

21212121221121

2121221121

  в)

  б)

  а)

yx

yxyx
i

yx

yyxx

iyx

iyx

iyx

iyx

iyx

iyx

z

z

xyyxiyyxxiyxiyxzz

yyixxiyxiyxzz



























  (1.5) 

 

В частности следует, что произведение двух взаимно сопряжен-

ных комплексных чисел является действительным числом, равным 

квадрату модуля этих чисел: 
 

22))(( yxiyxiyx  , т.е. 2|| zzz  . 
 

Сумма двух взаимно-сопряженных комплексных чисел также 
является действительным числом: 

 

xiyxiyx 2)()(  , т.е. zzz Re2 . 
 

Если изобразить комплексное число с помощью вектора, то его 

действительная и мнимая части будут являться координатами векто-

ра, а так как при сложении или вычитании векторов их координаты 

соответственно складываются или вычитаются, то сложение и вычи-

тание комплексных чисел сводится к сложению или вычитанию век-

торов, изображающих эти числа. 



 7

 
Если воспользоваться тригонометрической формой записи ком-

плексных чисел: 
 
 ,sincos

,sincos

2222

1111




irz

irz




 

то имеем: 
 

    
    .sincos

cossinsincossinsincoscos

212121

212121212121







irr

irrzz
 (1.6) 

 

Следовательно, при умножении комплексных чисел их модули 

перемножаются, а аргументы складываются: 

|||||| 2121 zzzz  ,   2121 ArgArg)Arg( zzzz  . 

Вектор, изображающий произведение 21zz , может быть получен 

из вектора, изображающего число 1z , поворотом на угол 2 ,  образо-

ванный вектором 2z  с положительным направлением действительной 

оси, и умножением его длины на длину вектора 2z . 

 
 

Деление комплексных чисел, заданных в тригонометрической 

форме, приводит к формуле: 
 

y 

x 

Рис. 2. 

2z

1z
21 zz 

21 zz 

21 zz   

1z

2z

21zz
y

x

12

2

Рис. 3. 



 8

    

.ArgArgArg;
||

||

   т.е.,sincos

21

2

1

2

1

2

1

2121

2

1

2

1

zz
z

z

z

z

z

z

i
r

r

z

z



 

             (1.7) 

 

Из правил умножения (1.6) следует правило возведения в целую 

положительную степень: 

если   

)sin(cos  irz  , 

то 

)sin(cos  ninrz nn  , 

т.е.  
nn zz ||||  ,  znzn Arg)Arg(  . 

Пользуясь правилом деления, нетрудно проверить, что эти фор-

мулы остаются справедливыми и при целом отрицательном n . 

Извлечь корень целой положительной степени n  из числа z  

значит найти такое число n z , n -я степень которого равна z . В 

соответствии с правилом возведения в степень имеем: 

|||| zn  ,  zn ArgArg  . 

Если обозначить: 

)sin(cos  irz  , 

)sin(cos   , 

то, учитывая, что аргумент комплексного числа содержит неопреде-
ленное слагаемое, кратное 2 , получим: 

rn  ,   kn 2 , ( 2,1,0 k ). 

Так как r  и   – положительные числа, то первое из этих ра-
венств однозначно определяет  , а именно: n r  (берется арифме-
тическое значение корня). 

Из второго равенства находим: 

n

k 2
  

и формула, с помощью которой можно извлекать корень из любого 

комплексного числа, примет вид: 
 







 





n

k
i

n

k
rirz nnn  2

sin
2

cos)sin(cos .  (1.8) 
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Из формулы следует, что имеется лишь n  различных значений 

величины n z , которые можно получить, полагая 1,...,2,1,0  nk . 

Способ построения точек, соответствующих значениям n z  та-
ков: из начала координат, как из центра, описываем окружность, ра-
диус которой n z || . Проведя из начала координат луч, направленный 

к положительному направлению действительной оси под углом в n  

раз меньшим, чем угол, образованный с тем же направлением лучом, 

идущим из начала координат в точку z , мы найдем на окружности 

точку, соответствующую одному из значений n z . Вписав в окруж-

ность правильный n -угольник так, чтобы одной из его вершин была 
найденная точка, мы построим точки, соответствующие остальным 

значениям корня. 

 
 

Пример 1.  Даны числа: iz 321  ; iz 242  .  

Найти: 21 zz  , 21 zz  . 

Решение. 
 а) iiizz  6243221 ; 

 б) iiizz 52243221  ; 

 в) iiiizz 814)412(68)24()32(21  . 

 

Пример 2. Найти значения 4 1 i . 

Решение. 
Приводим комплексное число i1  к тригонометрическому ви-

ду: 






















4
sin

4
cos21


ii  

y

Рис.4. 



z

n

x

n2  
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222  yxr ;    
4

arctg
 

x

y
. 

Следовательно, 







 





4

24
sin

4

24
cos21 44  k

i
k

i . 

Полагаем: 3,2,1,0k , найдем: 

 0k   





 

16
sin

16
cos21 44 

ii , 

 1k   





  

16

7
sin

16

7
cos21 44 ii , 

 2k   





  

16

15
sin

16

15
cos21 44 ii , 

 3k   





  

16

23
sin

16

23
cos21 44 ii . 

 

Пример 3. Вычислить  60
31 i . 

Решение. 
Представим число 31 iz   в тригонометрической форме: 







  

3

2
sin

3

2
cos231 ii . 

Следовательно, т.к. )sin(cos  ninz nn  , то применяя при-

веденную выше формулу возведения в степень, получим 

  











 






  

3

2
60sin

3

2
60cos231 6060

ii  

 

  6060 240sin40cos2   i . 

 

Пример 4. Найти частное 
i

i

53

22




. 

Решение. 
Умножаем числитель и знаменатель на число, сопряженное зна-

менателю: 
  
  

 
















34

164

259

106106

5353

5322

53

22 ii

ii

ii

i

i
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17

8

17

2

34

16

34

4
ii  . 

 

Пример 5. Какое множество точек на плоскости комплексного 

переменного z  определяется условием 2Im 2 z . 

Решение. 
Пусть iyxz  . Тогда   xyiyxiyxz 22222  . Следова-

тельно, xyz 2Im 2  . 

Согласно условию задачи имеем 22 xy  или 1xy . Это нера-
венство определяет множество точек в первом и третьем квадрантах, 

соответственно над и под гиперболой 1xy . 

 

Пример 6. Какая область определяется условиями: 
 

2|1|1  iz ,  2|arg|4   z . 

Решение. 
Пусть iyxz  , тогда  |)1(1||1||1| yixiiyxiz  

22 )1()1(  yx . Следовательно, 222 2)1()1(1  yx . 

Тогда искомая область – часть кольца, ограниченного двумя лу-

чами 
4

arg


z  и 
2

arg


z , и окружностями радиусов 1r , 2r  с 

центром в точке iz 1 . 

 

Пример 7. Какая область определяется условием: 1Re||  zz . 

Решение. 
Пусть )sin(cos  iz  . Тогда || z ,  cosRe z . По ус-

ловию имеем 1cos   , откуда 




cos1

1


 . 

Этому условию удовлетворяют все точки, лежащие в области, 

ограниченной кривой: 




cos1

1


  

(уравнение параболы в полярных координатах). 

 

Пример 8. Какая кривая определяется уравнением 
4

11
Re 








z
. 
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Решение. 
Пусть iyxz  . Имеем: 

2222

11
1

Re
yx

x

zz

zzzz
z 















. 

По условию 
4

1
22


 yx

x
 или xyx 422  , 04 22  yxx . 

  42 22  yx  – окружность радиуса 2 с центром в точке (2;0). 

 

Пример 9. Найти действительные решения уравнения: 
 

    iyixi  133524 . 

Решение. 
Выделим в левой части уравнения действительную и мнимую 

части:     iyxiyx  133254 . Отсюда согласно определению ра-
венства двух комплексных чисел получаем: 








132

1354

yx

yx
. 

Решая эту систему, находим: 2x , 1y . 

 

Пример 10. Найти модуль и аргумент комплексного числа: 

8
sin

8
cos


iz  . 

Решение. 

Имеем: 0
8

sin 


x , 0
8

cos 


y . Главным значением ар-

гумента будет: 













 





82
tgarctg

8
ctgarctgarg

z  


8

5

8

3

8

3
tgarctg 






 . 

Следовательно, 

 kz 2
8

5
Arg  ,  ( ,...2,1,0 k ). 

1
8

cos
8

sin|| 22 


z . 
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§ 1.3. Функции комплексного переменного 

 

Говорят, что на некотором множестве точек, изображающих 

значения комплексного переменного z , задана функция )(zfw  , ес-
ли каждой точке z  (каждому значению z ) этого множества поставле-
но в соответствие одно (в случае однозначной функции) или большее 
число (в случае многозначной функции) значений w . 

Множество точек, на котором задана функция )(zfw   будет 
или совокупность всех точек плоскости, или всей плоскостью, за ис-
ключением отдельных ее точек, или односвязной, либо многосвязной 

областью, являющейся частью плоскости, ограниченной одной или 

несколькими гладкими или кусочно-гладкими кривыми, из которой 

могут быть удалены отдельные точки. 

Так как задание комплексного числа z  равносильно заданию 

двух действительных чисел x  и y , являющихся соответственно дей-

ствительной и мнимой частями iyxz  , а числу w   точно так же од-

нозначно соответствует пара действительных чисел u  и w  

( ivuw  ), то зависимость )(zfw   между комплексной функцией 

w  и комплексным аргументом z  равносильна двум зависимостям: 
 

),(

),(

yxvv

yxuu




           (1.9) 

  

определяющим действительные величины u  и v  как функции дейст-
вительных аргументов x  и y . 

Например, если 2zw  , то, полагая iyxz  , ivuw  , полу-

чим     ixyyxiyxivu 2222   и, следовательно, равенство 
2zw   равносильно равенствам: 

.2

,22

xyv

yxu




 

Если значения аргумента z  изображать с помощью точек неко-

торой плоскости («плоскости z »), а значения функции w  с помощью 

точек другой плоскости («плоскости w »), то функция )(zfw   уста-
навливает соответствие между точками плоскости z , в которых эта 
функция определена, и точками плоскости w , другими словами, 

функция осуществляет отображение точек плоскости z  на соответст-
вующие точки плоскости w . 
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Обозначим символом q  множество точек плоскости, на котором 

определена функция )(zfw  , а символом G  множество, состоящее 
из тех точек плоскости w , на которые с помощью функции )(zfw   

отображаются точки множества q . Выбрав определенную точку мно-

жества G , найдем те точки множества q , которые отобразились в вы-

бранную точку, т.е. каждой точке множества G  будет соответство-

вать одна или несколько точек множества q . В соответствии с опре-
делением функции это означает, что на множестве G  определена не-
которая функция )(wz  , которую называют обратной по отноше-
нию к функции )(zfw  . 

Если в плоскости z  кривая задана уравнением 

0),( yxF , 

то для того, чтобы найти уравнение кривой c  в плоскости w , на кото-

рую отображается кривая c , с помощью функции )(zfw  , достаточ-

но исключить x  и y  из уравнений: 

),( yxuu   и ),( yxvv   и 0),( yxF . 

Если кривая задана параметрическими уравнениями: 

),(

)(

tyy

txx




 

то, подставляя )(tx , )(ty  вместо x , y  в формулы ),( yxuu  , 

),( yxvv  , получим уравнение кривой c  также в параметрическом 

виде: 
  )()(),( 1 ttytxuu   

  )()(),( 2 ttytxvv   

 

Пример 1. Найти уравнение линий плоскости w , на которые с 
помощью функции 2zw   отображаются прямые, параллельные ко-

ординатным осям плоскости z . 

Решение. 
Равенство 2zw   равносильно равенствам 

 








.,  где,2

22

ivuwiyxzxyv

yxu
      (1.10) 

 

Образ прямых cx  , параллельных мнимой оси плоскости z , полу-

чим, исключая x  и y  из уравнения cx   и уравнений (1.10): 
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,2

22

cyv

ycu




 

откуда  
2

2
2

4c

v
cu  . 

Мы получили уравнение некоторого семейства парабол, сим-

метричных относительно оси u0 , вершины которых находятся на по-

ложительной части этой оси и которые обращены вогнутостью в сто-

рону отрицательной части оси u0 . Мнимая ось 0x  плоскости z  

отобразится на линию  

.0

2




v

yu
        (1.11) 

 

Второе из этих равенств показывает, что линия (1.11) располо-

жена на оси u0 , а из первого следует, что u  может принимать любые 
значения, для которых 0u , следовательно, мнимая ось 0x плоско-

сти z  отображается на отрицательную часть действительной оси 

плоскости w : 
.0,0  vu  

Аналогичные рассуждения показывают, что семейство прямых 

cy  , параллельных действительной оси плоскости z , отобразится в 

семейство парабол 2

2

2

4
c

c

v
u   плоскости w , причем действительная 

ось 0y  плоскости z  отобразится в положительную часть действи-

тельной оси плоскости w : 
0,0  vu  

 
Следует заметить, что параметрические уравнения линии в 

плоскости z:  

u

v

Рис. 5. 
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)(

)(

tyy

txx




 

могут быть заданы одним уравнением: 

)(tzz  ,  

где )()()( tytxtz  . 

 

Пример 2. Уравнение задано в виде: titz sincos   и является 

уравнением окружности радиуса 1 с центром в начале координат, так 

как оно равносильно уравнениям  

.sin

,cos

ty

tx




 

Уравнение кривой в плоскости w , на которую с помощью 

функции )(zfw   отображается кривая )(tzz  , имеет вид 

))(( tzfw  . 

 

Пример 3. Найти образ прямой tiz )1(   при отображении 
3zw  . 

Решение. 
Уравнение tiz )1(   равносильно системе уравнений tx  , 

ty   и определяет в плоскости z  биссектрису первого координатного 

угла xy  . 

С помощью функции 3zw   эта биссектриса отображается на 
линию 33)1( tiw   или 3)22( tiw  . Откуда: 

.2

2

3

3

tv

tu




 

Исключая параметр t , получим uv   – уравнение биссектрисы 

второго координатного угла плоскости w . 

 

Пример 4. Пусть zizw  3 . Найти действительную и мнимую 

части функции. 

Решение. 
Полагая iyxz  , ivuw  , получим 

       xyyxiyxyxiyxiiyxivu  32233
33 . 

Следовательно, равенство zizw  3  равносильно двум равенст-
вам: 

yxyxu  23 3  
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xyyxv  323 . 

 

Пример 5. В какую кривую отображается единичная окружность 

1|| z  с помощью функции 2zw  . 

Решение. 
Так как по условию 1|| z , то 1|||| 2 zw . Итак, образом ок-

ружности 1|| z  в плоскости z  является окружность 1|| w  в плоско-

сти w , проходимая дважды. Это следует из того, что поскольку 
2zw  , то kzw 2Arg2Arg  , так что когда точка z  описывает пол-

ную окружность 1|| z , то ее образ описывает окружность 1|| w  

дважды. 

 

Пример 6. Найти образ окружности: 

tiRtRz sincos     ( 20  t ) 

при отображении 
z

z
w  . 

Решение. 
Пусть iyxz  . Данное уравнение окружности можно записать 

в виде: 
tRx cos ,  tRy sin . 

Выделим действительную и мнимую части функции ivuw  . 

Имеем: 

2222

222 2

yx

xy
i

yx

yx

zz

z

z

z
ivu







 , 

откуда 

22

22

yx

yx
u




 ,  
22

2

yx

xy
v


 . 

Подставляя tRx cos , tRy sin  в u  и v , получим параметриче-
ские уравнения образа окружности. 

t
tt

tt
uw 2cos

sincos

sincos
Re

22

22





 , 

t
tt

tt
vw 2sin

sincos

sincos2
Im

22



  

или 

122  vu . 
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Итак, образ есть единичная окружность, проходимая дважды, 

что следует из того, что 20  t  и формул u  и v . 

 

§ 1.4. Предел последовательности 

 

Окрестностью точки, изображающей комплексное число 0z , на-
зывается всякая область, внутри которой лежит точка 0z . Будем поль-

зоваться только круговыми окрестностями, т.е. будем называть окре-
стностью точки 0z  внутренность круга с центром в этой точке, при 

этом  -окрестностью точки 0z  мы будем называть внутренность кру-

га радиуса   с центром в точке 0z , т.е. совокупность точек, удовле-
творяющих неравенству: 

 || 0zz . 

Число 0z  называется пределом последовательности комплекс-
ных чисел 1z , 2z ,…, nz ,…, т.е. 

0lim zzn
n




, 

если для любого положительного числа  , как бы мало оно ни было, 

можно подобрать такое число N  ( )(N ), что при Nn   выполнено 

неравенство  || 0zzn . В этом случае говорят, что последователь-

ность 1z , 2z ,…, nz ,… сходится к числу 0z . 

 Если 0lim zzn
n




, то как бы мала ни была  -окрестность точки 

0z , вне этой окрестности может остаться лишь конечное число точек 

последовательности, так как все точки последовательности nz , начи-

ная с той, для которой Nn  , попадут внутрь этой  -окрестности. 

 Если nnn iyxz  , 000 iyxz  , то    20
2

00 || yyxxzz nnn  ,  

следовательно, можно заключить, что существование предела 
0lim zzn

n



 равносильно существованию двух пределов: 

0lim xxn
n




,   0lim yyn
n




. 

Если последовательность 1z , 2z ,…, nz ,… такова, что модули 

всех ее членов, начиная с некоторого, становятся больше любого 

сколь угодно большого положительного числа (т.е.если, как бы вели-

ко ни было положительное число М, к нему можно подобрать такое 
N , что Mzn ||  при Nn  ), то хотя последовательность, очевидно, 

предела не имеет, однако удобно и в этом случае писать: 
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


n
n

zlim  

и говорить, что последовательность точек 1z , 2z ,…, nz ,… сходится к 

бесконечно удаленной точке или что предел последовательности бес-
конечен. Окрестностью бесконечно удаленной точки называют внеш-

ность круга достаточно большого радиуса. Если радиус этого круга 
равен R , а центр находится в точке 0z , то множество точек, обра-
зующих окрестность бесконечно удаленной точки, определяется не-
равенством Rz || , Чем больше радиус круга, тем «меньше» окрест-
ность бесконечно удаленной точки, являющейся внешностью этого 

круга. 
Сопоставляя определение равенства 


n

n
zlim  с определением 

окрестности бесконечно удаленной точки, мы видим, что, если после-
довательность точек сходится к бесконечно удаленной точке, то, как 

бы мала ни была окрестность бесконечно удаленной точки, т.е. как бы 

велик ни был радиус R  круга, внешностью которого эта окрестность 
является, все точки последовательности 1z , 2z ,…, nz ,…, за исключе-
нием конечного числа, попадут  внутрь этой окрестности. 

Таким образом, определение предела одно и то же как в случае, 
когда этот предел конечен, так и в случае, когда он бесконечен, т.е. 
бесконечно удаленная точка вполне равноправна с остальными точ-

ками плоскости, заметим, что у комплексной плоскости имеется толь-

ко одна бесконечно удаленная точка. 
 

§ 1.5. Предел функции. Непрерывность 

 

Число 0w  называется пределом однозначной функции )(zf  при 

z  стремящейся к 0z : 

)(lim
0

0 zfw
zz

  

если, как бы мала ни была выбранная  -окрестность точки 0w , можно 

найти такую  -окрестность точки 0z , что для всех точек z  этой окре-
стности соответствующие значения функции )(zf  будут изображать-

ся точками выбранной  -окрестность точки 0w . 

В случае, если 0z  и 0w  – конечные числа, это определение рав-

носильно следующему. Равенство 

)(lim
0

0 zfw
zz

  
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обозначает, что как бы мало ни было положительное число  , к нему 

можно подобрать такое положительное число  , что для всех значе-
ний z , удовлетворяющих условию: 
 

 || 0zz         (1.12) 
 

выполнено неравенство: 
 

 |)(| 0wzf .           (1.13) 
 

Если 0z , или 0w , или оба эти числа бесконечны, то в соответст-
вии с определением окрестности бесконечно удаленной точки нера-
венства (1.12), (1.13) должны быть заменены другими. 

Так равенство 0)(lim wzf
z




 обозначает, что, как бы мало ни бы-

ло положительное число  , к нему можно подобрать столь большое 
положительное число А, что для всех значений z , для которых 

Az || , функция )(zf  будет удовлетворять неравенству 

 |)(| 0wzf . 

Введенное нами определение предела функции ничем не отли-

чается от определения предела функции действительного аргумента, 
и следовательно, все доказываемые в курсе математического анализа 
теоремы о пределах и бесконечно малых остаются в силе для функ-

ции комплексного аргумента. 
Если функция )(zfw   определена в точке 0z  и в некоторой ее 

окрестности и предел )(lim
0

zf
zz

 не только существует, но равен зна-

чению функции )(zf  в точке 0z : 

)()(lim 0
0

zfzf
zz




, 

то функция )(zf  называется непрерывной в точке 0z . В соответствии 

с определением предела это значит, что функция )(zfw   непрерыв-

на в точке 0z , если для любого положительного числа  , как бы мало 

оно ни было, можно подобрать такое число 0 , что из неравенства 
 

 || 0zz        (1.14) 
 

будет следовать 
 

 |)()(| 0zfzf .           (1.15) 
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Если обозначить zzz  0 , www  0 , то неравенства (1.14), 

(1.15) заменяются неравенствами: 

 || z ;   || w  

и определение непрерывности в точке 0z  функции )(zfw  , заданной 

в некоторой окрестности этой точки, сводится к тому, что в этой точ-

ке 0lim
0




w
z

. 

Сформулированное выше определение непрерывности совпада-
ет с определением непрерывности для функций действительного ар-

гумента, следовательно, доказанные в курсе математического анализа 
теоремы о непрерывности суммы, разности, произведения, частного 

непрерывных функций остаются в силе для функций комплексного 

переменного. 

Рассмотрим равенство )(zfw  , которое равносильно системе 
равенств: 

),( yxuu  , 

),( yxvv  , 

где ivuw  , iyxz  . 

Если 000 iyxz  , то  

   ),(),(),(),()()( 00000 yxvyxviyxuyxuzfzf   

и 

   200
2

000 ),(),(),(),()()( yxvyxvyxuyxuzfzf  .    (1.16) 

 

Из определения непрерывности функции )(zf  в точке z  следу-

ет, что, если точка ),( yx  находится в достаточно малой окрестности 

точки ),( 00 yx , то выполнение неравенства (1.15), а следовательно, в 

соответствии с (1.16), тем более удовлетворяются неравенства: 
 

,),(),(

,),(),(

00

00









yxvyxv

yxuyxu
     (1.17) 

 

которые означают, что функции, ),( yxu , ),( yxv  непрерывны в точке 
),( 00 yx . 

Таким образом, из непрерывности функции комплексного аргу-

мента следует непрерывность ее действительной и мнимой частей как 

функций двух действительных аргументов x  и y . Справедливо и об-

ратное утверждение: из неравенств (1.17) непосредственно следует, 
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что непрерывность функции ),( yxu , ),( yxv влечет за собой непрерыв-

ность функции )(zf . 

 

§ 1.6. Основные трансцендентные функции 

 

Ряд с комплексными числами  
 

......321  nzzzz        (1.18) 
 

называется сходящимся, если существует предел при n  его час-
тичной суммы: 

nn zzzs  ...21 . 

Этот предел n
n

sS


 lim  называется суммой ряда. Очевидно, что 

ряд (1.18) сходится тогда и только тогда, когда сходится как ряд 

......21  nxxx , членами которого являются действительные части 

членов ряда (1.18), так и ряд ......21  nyyy , составленный из 
мнимых частей членов рядов (1.18). 

Из этого утверждения следует, что сходимость последователь-

ности комплексных чисел равносильна сходимости двух последова-
тельностей, одна из которых составлена из действительных, а другая 

из мнимых частей членов данной последовательности, т.е. в случае 
ряда (1.18), если 0lim 


n

n
z , то 0limlim 


n

n
n

n
yx . 

Если сходится ряд ......21  nzzz , членами которого явля-

ются модули членов данного ряда (1.18), то ряд (1.18) сходится и на-
зывается абсолютно сходящимся. 

Определение суммы, разности, произведения двух рядов и тео-

ремы сходимости суммы, разности, произведения рядов не отличают-
ся от соответствующих теорем для рядов с действительными членами.  

Введем определения основных трансцендентных функций для 

комплексных значений независимой переменной. 

Принимая во внимание известные для действительных значений 

x  разложения функций xe , xsin , xcos  в степенной ряд, положим, по 

определению: 
 

...
!

...
!2!1

1
2


n

zzz
e

n
z             (1.19) 
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...
)!12(

)1(...
!5!3!1

sin
1253







n

zzzz
z

n
n    (1.20) 

 

...
)!2(

)1(...
!4!2

1cos
242


n

zzz
z

n
n          (1.21) 

 

Ряды, стоящие в правых частях этих равенств, сходятся, и при-

том абсолютно, при любом комплексном значении z . 

Функции ze , zcos , zsin  связаны между собой формулой Эйлера 
 

zizeiz sincos  .     (1.22) 
 

Если в формуле Эйлера заменить z  на z  будем иметь: 
 

zize iz sincos  .     (1.23) 
 

 Из (1.22) и (1.23) получим: 
 

2
cos

iziz ee
z


 ,            (1.24) 

 

i

ee
z

iziz

2
sin


 .            (1.25) 

 

 Если 1x  и 2x  – действительные числа, то, как известно,  

2121 xxxx
eee

 , 

что позволяет нам формально перемножать ряды с комплексными 

числами по правилам перемножения рядов с действительными числа-
ми, т.е. равенство 

2121 zzzz
eee

  
справедливо при любых комплексных 1z  и 2z . 

 В частности, если iyxz  , то 
iyxiyxz eeee   , 

но yiyeiy sincos  , следовательно, 
 

)sin(cos yiyee xz  .       (1.26) 
 

Отсюда следует, что xz ee || , а одно из значений yez Arg . 
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Равенство (1.26) позволяет вычислять значения показательной 

функции при любых комплексных значениях показателя. 

 

Пример 1.  

 4sin4cos343 iee i   

 5sin5cos252 iee i   

  1sincos   ie i  

  iie
i

 2sin2cos2 


. 

 

Из равенства (1.26) следует периодичность функции ze  с перио-

дом i2 : 
ziz ee  2 . 

Действительно, если iyxz  , то 

       zxxyixiz eyiyeyiyeee   sincos2sin2cos)2(2  . 

В частности, 102  ee ik ; 1)12(  iik ee   ( k целое); 
  mzmz ee  . 

Формула (1.26) позволяет вычислять значения показательной 

функции, а функции (1.24), (1.25) могут служить для вычисления 

zcos  и zsin  при любом комплексном z . 

Показательная функция имеет период i2 , поэтому правые час-
ти не изменятся при замене z  на 2z , следовательно, 

  zz cos2cos   ,    zz sin2sin   . 

Нетрудно убедиться в том, что для функций zsin , zcos  при лю-

бых комплексных значениях z  сохраняется основное связывающее их 

тождество:  

z2sin 1cos2  z . 

Сохраняются и другие тригонометрические тождества. Напри-

мер,  

)sin(sincoscossin 212121 zzzzzz  . 
 

Функции ztg  и zctg  определяются с помощью равенств: 
 

)(cos

sin
tg

iziz

iziz

eei

ee

z

z
z 






 ;  
iziz

iziz

ee

eei

z

z
z 







)(

sin

cos
ctg . 

 

Гиперболические функции zsh , zch , zth , zcth  определяются 

равенствами: 
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2
sh

zz ee
z


 , 

2
ch

zz ee
z


 ,  

zz

zz

ee

ee

z

z
z 







ch

sh
th , 

zz

zz

ee

ee

z

z
z 







sh

ch
cth . 

 

Гиперболические функции легко могут быть выражены через 
тригонометрические: 

iziz sinsh  ,  izz cosch   

iziz tgth  ,  iziz ctgcth  . 

Из этих тождеств следует периодичность гиперболических 

функций, причем период zch  и zsh  равен i2 , а zth  и zcth  равен  . 

 

Пример 2. Найти icos . 

Решение. 

Так как 
2

cos
iziz ee

z


 , то 1ch
2

cos
11





 ee

i . 

 

Пример 3. Найти )21sin( i . 

Решение. 

  








i

eeee

i

ee
i

iiii

22
21sin

2222

 

 

       










i

eeiee

i

ieie

2

1sin1cos

2

1sin1cos1sin1cos 222222

 

 

1cos2sh1sin2ch1cos
2

1sin
2

2222








 ee

i
ee

. 

 

Логарифмическая функция определяется как функция, обратная 

показательной. 

Если zew  , где 0z , то число w  называется логарифмом чис-
ла z  и обозначается: zw Ln . 

Если ivuw  , то из формулы (1.26) следует, что uw ee || , 

vew Arg . Так как в рассматриваемом случае zew  , то || zeu  , или 

||ln zu   и zv Arg . 

Итак, 
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...),3,2,1,0(2arg||lnArg||lnLn  kikzizzizz    (1.27) 
 

Ввиду многозначности величины zArg  логарифм является мно-

гозначной функцией. 

Главным значением логарифма числа z  будем называть то зна-
чение, которое соответствует главному значению аргумента числа z . 

Следовательно, в формуле (1.27) главное значение логарифма полу-

чим при 0k . Следовательно, главное значение логарифма опреде-
ляется формулой: 
 

zizz arg||lnLn  .     (1.28) 
 

Пример 4. Найти )1ln(  и )1Ln( . 

Решение. 
Модуль числа )1(z  равен 1, а главное значение аргумента 

равно  , следовательно,  

ii   1ln)1ln( , 

а 
ikiki  )12(2)1Ln(  ,  )3,2,1,0( k  

 

Пример 5. Вычислить iln  и iLn . 

Решение. 
Модуль числа iz   равен 1, а главное значение аргумента равно 

2 . Следовательно,  

iii
22

1lnln


 ,  

 

...,3,2,1,0,2
2

1
2

2
Ln 






  kikikii 

 

 

Пример 6. Найти )43ln( i  и )43Ln( i . 

Решение. 
Модуль числа iz 43   равен 543 22  , а главное значение 

аргумента равно 34arctg , следовательно, 
 

54arctg5ln)43ln( ii  , 
 

kii 254arctg5ln)43Ln(  ,  ...,3,2,1,0 k . 
 

Так как: 
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2121 ArgArg)Arg( zzzz  , 

21

2

1 ArgArgArg zz
z

z
 , 

znzn Arg)Arg(  , 

z
n

zn Arg
1

Arg  . 

 

Из формулы (1.27) следует, что обобщенная на случай ком-

плексных значений аргумента логарифмическая функция обладает 
следующими известными свойствами логарифмов: 

2121 LnLn)Ln( zzzz  , 

21

2

1 LnLnLn zz
z

z
 , 

znzn Ln)Ln(  , 

z
n

zn Ln
1

Ln  . 

Рассмотрим степенную функцию azw  , где  ia   – любое 
комплексное число, тогда zaa ez Ln , главное значение zaa ez ln , а 
также общую показательную функцию: zaw  , a  – любое комплекс-
ное число, azz ea ln . 

 

Пример 7. Найти ii . 

Решение. 




k
ikii

iii eeei 22
2

2Ln 






 

 ,  ...,3,2,1,0 k  

 

Главное значение ii  равно 2e . 

 

Пример 8. Найти i12 . 

Решение. 
  )22(ln)22(ln)22)(ln1(2Ln)1(12  kikikiii eee  

 2lnsin2lncos)22(ln ie k   
. 

 

Обратные тригонометрические функции определяются как 

функции, обратные к тригонометрическим. 
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Если wz sin , то w  называется арксинусом числа z  и обозна-
чается: zw Arcsin , аналогично, если wz cos , то zw Arccos , если 

wz tg , то zw Arctg , если wz ctg , то zw Arcctg . 

а) wz sin  

zw Arcsin  

 
i

ee
z

iwiw

2


  

)(:02 iwiwiw eizee    

0122  iwiw izee  

  2
22

1
2

12

2

442
ziz

zizziz
eiw 





  

 21Ln ziziw   

 21LnArcsin zizizw  . 

 

б) wz cos  

zw Arccos  

 
i

ee
z

iwiw

2


  

0122  iwiw zee  

1
2

442 2
2




 zz
zz

eiw  

 1LnArccos 2  zzizw . 

 

в) wz tg  

zw Arctg  

  iwiw

iwiw

eei

ee
z 






  

iwiwiwiw ziezieee    

   izezie iwiw   11  

zi

iz
e iw





1

12  












iz

izi
zw

1

1
Ln

2
Arctg . 
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г) wz ctg  

zw Arcctg  

 
 

iwiw

iwiw

ee

eei
z 






  

iwiwiwiw ziezieee    
iwiwiwiw ieiezeze    

   zieize iwiw    

iz

zi
e iw




2  

iz

iz
iw




 Ln2  













iz

izi
zw Ln

2
Arcctg . 

 

Функции, обратные zsh , zch , zth , zcth , называются обратны-

ми гиперболическими функциями и обозначаются соответственно 

zArsh , zArch , zArth , zArcth . 

 

а) wz sh  

zw Arsh  

 
2

ww ee
z


  

02   zee ww  

0122  ww zee  

1
2

442 2
2




 zz
zz

ew  

 1LnArsh 2  zzzw . 

 

б) wz ch  

zw Arch  

 
2

ww ee
z


  

02   zee ww  

0122  ww zee  

2

442 2 


zz
ew  

12  zzew  

 1LnArch 2  zzzw . 

 

в) wz th  

zw Arth  

 
ww

ww

ee

ee
z 


  

wwww eezeze    

   zeze ww  11  

г) wz cth  

zw Arcth  

 
ww

ww

ee

ee
z 






  

wwww eezeze    

   11   zeze ww
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z

z
e w





1

12  












z

z
w

1

1
Ln2  

z

z
zw





1

1
Ln

2

1
Arth . 

 

1

12





z

z
e w  













1

1
Ln2

z

z
w  

1

1
Ln

2

1
Arcth





z

z
zw . 

 

 

Пример 9. Найти 2Arcsin . 

Решение. 
     iiiii 32Ln32Ln2Arcsin  

     ...),2,1,0(232ln
2

2232ln  kkiikii   

 

Пример 10. i2Arctg  

Решение. 







 






 iki

i
i  2

3

1
ln

2

1

3

1
Ln

2
2Arctg  

...),2,1,0(
2

3ln

2
 kk

i 
. 

 

Пример 11. Записать в алгебраической форме i
3

Arcsin


. 

Решение. 













9
1

3
Ln

3
Arcsin

2
ii . 

Откуда 
















































 ikiiii 

2
9

1
3

ln
9

1
3

Ln
3

Arcsin
22

 

 

   ...,2,1,0,
9

1
3

ln12
2











 kik
  

и 
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

































 ikiii 

2
39

1ln
39

1Ln
3

Arcsin
22

 

 

 ...,2,1,0,
39

1ln2
2











 kik
  

 

Пример 12. Найти значение модуля функции zw sin  в точке 
 52ln  iz  . 

Решение. 
Пусть iyxz   тогда xyiyxw cosshchsin  . Модуль 

функции zsin  равен: 

   xyyxxyyxz 22222222 sin1shchsincosshchsinsin  

yx 22 shsin  . 

 

Полагая  52ln  iz  , найдем 

     
   







2
52lnsh52lnsin

52ln52ln ee
i  

2
2

52

1
52




 . 

Этот пример показывает, что тригонометрическая функция zsin  

в комплексной области может принимать значения, по модулю боль-

ше единицы. 

 

Пример 13. Записать в алгебраической форме  i1Arctg . 

Решение. 
Положим iz 1 , получим 

   
  






 







 i
i

i

ii

ii

iii
i

5

2

5

1
Ln

22
Ln

211

11
Ln

2
1Arctg . 

 Тогда 

  2arctg125ln
5

2

5

1
Ln 






  iki  . 

Окончательно: 
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     ,...2,1,0,5ln
22

122Arctg
2

1
1Arctg  k

i
ki


. 

 

Пример 14. Решить уравнение 3sin z . 

Решение. 
Задача сводится к нахождению величины 3Arcsinz , но 

 21LnArcsin titit  , тогда будем иметь  

 83Ln3Arcsin  iiz  

или, учитывая то, что 88 i , получим 

  iiz 83Ln  ,    .83Ln iiz   

Так как  

     
2

83arg83arg


 ii , 

  8383  i ,    8383  i , 

то 

      ,...2,1,0,2
2

83ln83Ln  kikii 
. 

Следовательно,  

   ,...2,1,0,83ln2
2

 kikz 
. 

 

§ 1.7. Производная функции комплексного переменного 

 

Дадим независимому переменному iyxz   приращение 
yixz   и вычислим вызванное этим приращением аргумента 

приращение w  функции )(zfw  : 

)()( zfzzfw  . 

Если существует предел отношения 
z

w




 при стремлении z  к 

нулю по любому закону, то этот предел называется производной 

функции )(zf  в точке z  и обозначается )(zf  , w , 
dz

dw
, 

dz

df
: 

 

 
yix

viu

z

w
zf

y
xz 











0
00

limlim .             (1.29) 
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Функция, имеющая производную в точке z , называется диффе-
ренцируемой в этой точке. 

Если функция )(zf  дифференцируема в точке z , то предел 

(1.29) существует и не зависит от закона стремления yixz   к 

нулю; в частности, при xz  , т.е. при приближении точки zz   к 

точке z  по прямой, параллельной оси x0 , получим  

 
x

v
i

x

u

x

v
i

x

u

x

viu

z

w
zf

xxz 































 000

limlimlim . 

Выбрав yiz  , т.е. устремляя точку zz   к точке z  по пря-

мой, параллельной оси y0 , получим: 

 
y

u
i

y

v

y

v

y

u
i

yi

viu

z

w
zf

yyz 






























 000

limlimlim . 

Так как предел отношения 
z

w




 при 0z  не должен зависеть 

от закона стремления z  к нулю, тогда 

y

u
i

y

v

x

v
i

x

u
















 

или 

y

u

x

v

y

v

x

u















; .     (1.30) 

 

Эти условия, называемые условиями Даламбера-Эйлера или ус-
ловиями Коши-Римана, должны быть выполнены в каждой точке, в 

которой функция ivuzf )(  дифференцируема. 
Требуя существование полных дифференциалов функций ),( yxu  

и ),( yxv , можно доказать, что условия Даламбера-Эйлера не только 

не необходимы, но и достаточны для дифференцируемости функции 

ivuzf )( . 

Если однозначная функция дифференцируема не только в дан-

ной точке, но и в некоторой окрестности этой точки, то она называет-
ся аналитической в данной точке. 

Функция, дифференцируемая во всех точках некоторой области, 

называется аналитической в этой области. 

Точки плоскости z , в которых однозначная функция )(zf  явля-

ется аналитической, называют правильными точками этой функции, а 
точки, в которых функция )(zf  не является аналитической – особыми 

точками. 
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Пример 1. Выяснить, является ли функция 2zw   аналитиче-
ской. 

Решение. 
Если   ixyyxiyxzw 22222  , т.е. 22 yxu  , xyv 2 , 

откуда находим: 

y

v
x

x

u








2 ; 

x

v
y

y

u








2 . 

Условия Коши-Римана выполнены во всех точках плоскости, 

следовательно, функция 2z  является аналитической во всей плоско-

сти. 

 

Пример 2. Выяснить, является ли функция ze  аналитической. 

Решение. 
Если zew  ,  yiyeeeeivuw xiyxiyx sincos   , тогда 

yeu x cos , yev x sin . Отсюда  

y

v
ye

x

u x








cos ; 

x

v
ye

y

u x








sin . 

Следовательно, условия Даламбера-Эйлера выполнены в каждой 

точке и функция ze  является аналитической во всей плоскости. 

 

Пример 3. Выяснить, является ли аналитической функция zw  . 

Решение. 
Если zw  , то iyxivuw  , тогда xu  , yv  , откуда 

1



x

u
, 1


y

v
 и, следовательно, первое из условий Коши-Римана не 

выполнено. Функция zw   не дифференцируема ни в одной точке 
плоскости. 

 

Пример 4. Выяснить, является ли функция zzw Re  аналитиче-
ской. 

Решение. 
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Если zzw Re , то   ixyxxiyxivu  2 , т.е. 2xu  , xyv  , 

откуда: 

x
x

u
2




; x
y

v





; 0



y

u
; y

x

v





. 

 

Условия Даламбера-Эйлера выполнены только при 0x  и 

0y . Следовательно, функция zzw Re  дифференцируема только в 

одной точке 0z  и нигде не является аналитической. 

 

Так как основные теоремы о пределах сохраняются для функ-

ций, зависящих от комплексного аргумента, то известные правила 
дифференцирования суммы, разности, произведения, частного, степе-
ни, функции от функции, обратной функции остаются справедливыми 

и в случае комплексного аргумента. 
Выясним связь аналитических функций с гармоническими. Дей-

ствительная и мнимая части функции ivuzf )( , аналитической в 

некоторой области D , в той же области являются решениями уравне-

ния 0
2

2

2

2









y

T

x

T
, называемого уравнением Лапласа, т.е. 

0
2

2

2

2









y

u

x

u
  и  0

2

2

2

2









y

v

x

v
. 

 

Действительно, функции u  и v  связаны в области D  условиями 

Даламбера-Эйлера. Дифференцируя первое из эти тождеств по x , а 
второе по y  и складывая, получим: 

0
2

2

2

2









y

u

x

u
. 

Дифференцируя  первое из тех же тождеств по y , а второе по x  

и вычитая, будем иметь: 

0
2

2

2

2









y

v

x

v
. 

Решения уравнения Лапласа 0
2

2

2

2









y

T

x

T
 называются гармо-

ническими функциями. Следовательно, действительная и мнимая час-
ти аналитической функции являются гармоническими функциями. 

Аналитическую функцию ),(),()( yxivyxuzf   мы можем по-

лучить, если, произвольно задав одну из двух гармонических функ-
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ций ),( yxu  или ),( yxv , подберем другую так, чтобы удовлетворялись 
условия Даламбера-Эйлера, т.е. определим другую из этих функций 

по ее двум частным производным или по ее полному дифференциалу, 

по которому функция определяется с точностью до постоянного сла-
гаемого. 

Две гармонические функции ),( yxu  и ),( yxv , удовлетворяющие 
условиям Даламбера-Эйлера и, следовательно, являющиеся действи-

тельной и мнимой частями некоторой аналитической функции 

ivuzf )( , называются сопряженной парой гармонических функ-

ций. 

 

Пример 5. Найти аналитическую функцию )(zfw   по извест-
ной ее действительной части yeyxu x cos2),(   при условии 2)0( f . 

Решение. 

Имеем ye
x

u x cos2



, ye
y

u x sin2



. Согласно условий Коши-

Римана должны быть выполнены следующие условия: ;
y

v

x

u








 

x

v

y

u








 . 

В этом случае ye
y

v x cos2



, откуда   ydyeyxv x cos2),(  

)(sin2 xyex  , где функция )(x  пока неизвестна. Дифференцируя 

),( yxv  по x  и используя второе из условий Коши-Римана, получим: 

ye
y

u
xye xx sin2)(sin2 




 ;  0
dx

d
;  Cconst  . 

Отсюда Cyeyxv x  sin2),( , следовательно  
 

  iCeCyeiyew zxx  2sin2cos2 . 
 

Найдем переменную С из условия 2)0( f , т.е. 22 0  iCe , 

0C . 

Ответ: zezf 2)(  . 

 

Пример 6. Найти аналитическую функцию wzf )(  по извест-
ной ее мнимой части xyxv 23 3 , 1)0( f . 
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Решение. 

Имеем: 22 33 yx
x

v





; xy
y

v
6




.  

Тогда по условиям Коши-Римана  ;
y

v

x

u








 
x

v

y

u








: 

xy
x

u

y

v
6








;  xydxu 6 ; )(3)(
2

6 2
2

yyxyy
x

u   , 

но 
x

v

y

u








;  222 33)(3 yxyx
y

u



  ; 

23)( yy  ;  CyC
y

y  3
3

3
3)( . 

Отсюда Cyyxu  323 .  

Тогда )3(3 2332 xyxiCyyxw  . 

Найдем постоянную С из условия 1)0( f . 

1)0(  Cw  

 1)33()3(13 32232332 iyxyyxxixyxiyyxw  

11)( 33  iziyxi . 

Пример 7. Найти аналитическую функцию, если известна ее 
мнимая часть xyxv  22 22 . 

Решение. 

Так как 14 



x
x

v
, y

y

v
4




, то из уравнений Даламбера-

Эйлера находим производные:  
 

y
x

u
4




, 14 



x
y

u
.         (1.31) 

Воспользовавшись первым из этих уравнений, получим (1.30): 

 

)(44 yxyydxu   , где )(y  – произвольная функция. 

Для определения функции )(y  дифференцируем (1.31) по y  и 

подставляем в (1.30): 

14)(4 



xyx
y

u  . 

Откуда: 
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1)(  y  или Cyy )( . 

Следовательно, Cyxyu  4 , и окончательно получим: 

 )22(4 22 xyxiCyxyivuw  

CizizCiyxiixyyxi  222 2)()2(2 , 

где iyxz  . 

 

§ 1.8. Аргумент и модуль производной. Конформное отображение. 
 

Пусть в плоскости z  дана точка 0z  и через эту точку проведены 

линии 1  и 2 , причем каждая из них имеет в точке 0z  определенную 

касательную. 

Функция )(zfw  , которую мы будем предполагать аналитиче-
ской в некоторой области, содержащей точку 0z , отображает точку 0z  

плоскости z  в некоторую точку )( 00 zfw   плоскости w , а линии 1  и 

2 , проходящие через точку 0z , отображаются на линии 1 , 2 , про-

ходящие через точку 0w . 

Возьмем на линии 1  произвольную точку zz 0 , которая ото-

бражается в некоторую точку ww 0  на линии 1 . 

 
Комплексное число z  изобразится при этом вектором, идущим 

из точки 0z  в точку zz 0 , а число w  с помощью вектора, идущего 

из точки 0w  в точку ww 0 . 

Так как функция )(zfw   является аналитической, в точке 0z , 

то предел, к которому стремится отношение 
z

w




 при 0z , не 

зависит от закона стремления z  к нулю и равен число )( 0zf  . 

1  y 

x

z 2  

0z  

  

z  

zz 0  

2
1  

Рис. 6. 

1v

u

w 2

0w



w  

ww 0  

2Ц
1Ц

Рис. 7. 
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Будем стремить z  к нулю так, чтобы точка zz 0  оставалась 
на кривой 1 , тогда w  будет стремиться к нулю так, что точка 

ww 0  будет перемещаться по кривой 1 .  

Из существования предела 

)(lim
0

zf
z

w

z








 

следует существование предела 
 

)(lim 0
0

zf
z

w

z






,             (1.32) 

 

а также, если 0)( 0  zf , и предела 
 

)(ArgArglim 0
0

zf
z

w

z






.         (1.33) 

 

С другой стороны: 

zw
z

w





ArgArgArg , 

где wArg  и zArg  – углы, образованные векторами, изображающие 
числа z  и w  с положительными направлениями соответствующих 

действительных осей. При выбранном нами способе предельного пе-
рехода эти векторы направлены по хордам кривых 1  и 1 , и пределы 

величин zArg  и wArg  при 0z  равны соответственно углам 1  и 

1Ц  между касательными к кривым 1  и 1  в точках 0z  и 0w  и 

положительными направлениями соответствующих действительных 

осей. 

Следовательно,  
 

110)(Arg  Цzf .      (1.34) 
 

Повторяя те же рассуждения, получим: 
 

220 )(Arg  Цzf ,      (1.35) 
 

где 2  и 2Ц  – соответственно углы между касательными к кривым 2  

и 2  в точках 0z  и 0w  и положительным напрвлением осей x0  и u0 . 

Из (1.34) и (1.35) имеем: 

2211   ЦЦ  

или 
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2212  ЦЦ .           (1.36) 

 

Но 12    является углом между касательными к кривым 1  

и 2  в точке 0z , т.е. углом между этими кривыми в точке 0z , 

12 ЦЦ   – угол между кривыми  1  и 2  в точке 0w . 

Следовательно, при отображении, осуществляемом аналитиче-
ской функцией, угол между кривыми, пересекающимися в точке, в 

которой производная отображающей функции отлична от нуля, со-

храняется как по величине, так и по направлению отсчета (свойство 

постоянства углов). 

Выясним геометрический смысл аргумента и модуля производ-

ной. 

Равенства (1.34) и (1.35) показывают, что если совместить плос-
кость z  и плоскость w  так, чтобы точка 0z  совпала с точкой 0w , а 
ость x0  была бы направлена параллельно оси u0 , причем положи-

тельные направления этих осей совпали бы, то угол, на который после 
этого нужно повернуть вокруг точки 0z  плоскость z  для того, чтобы 

касательная к кривой 1  (или 2 ) совпала с касательной к отображен-

ной кривой 1  (или 2 ), равен )(Arg 0zf   – таков геометрический 

смысл аргумента производной отображающей функции. 

Для выяснения геометрического смысла модуля производной 

заметим, что z  является расстоянием от точки 0z  до точки zz 0 , 

а w  – расстояние между точками 0w  и ww 0 , и, следовательно, 

величина 
z

w




 указывает, в каком отношении в результате отображе-

ния изменяется расстояние между этими точками. Величину )( 0zf   

называют коэффициентом растяжения в точке 0z  при отображении с 
помощью функции )(zfw  . Если 1)( 0  zf , то расстояния между 

точками при отображении увеличиваются, и происходит растяжение; 
если 1)( 0  zf , то отображение в окрестности точки 0z  приводит к 

сжатию. 

Так как, в силу аналитичности функции )(zf , производная 

)( 0zf   не зависит от того, по какому закону точка zz 0  стремится к 

точке 0z , то коэффициент растяжения в данной точке постоянен, т.е. 
одинаков во всех направлениях – второе свойство отображения, осу-

ществляемого с помощью аналитической функции. 
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Отображение, обладающее свойством постоянства углов и свой-

ством постоянства коэффициента растяжения в каждой точке, назы-

вают конформным отображением 1-го рода. Отображение, осуществ-

ляемое аналитической функцией, является конформным во всех точ-

ках, в которых производная этой функции отлична от нуля. Можно 

доказать и обратное утверждение: если отображение, осуществляемое 
функцией )(zf  конформно в области D , то функция )(zf  является 

аналитической в области D . 

Отображение, отличающееся от конформного тем, что углы со-

храняются только по абсолютной величине, но изменяют направление 
отсчета на противоположное, называют конформным отображением 

2-го рода. 
Дифференциалом )(zdf  аналитической функции )(zfw   в точ-

ке z  называется главная линейная по отношению к z  часть прира-
щения )()( zfzzfw   этой функции. 

Так как )(lim
0

zf
z

w

z






, то ),()( zzzf

z

w



  , где 

0),(lim
0




zz
z

 . Следовательно, zzzzzfw  ),()(  .  

В виду того, что произведение zzz  ),(  является бесконечно 

малой величиной более высокого порядка, чем z , дифференциал 

функции )(zf  равен произведению zzf  )(  или dzzf )(  (так как при 

zzf )(   zdzzdf )( ), т.е. dzzfzdf )()(  . 

 

Пример 1. Проверить, является ли функция zezf 2)(   аналити-

ческой. Если да, то найти коэффициент растяжения k  и угол   для 

отображения )(zfw   в точке iz  10 . 

Решение. 
Так как  yiyee xz 2sin2cos22  ,  

то  

yeyxu x 2cos),( 2 ,  yeyxv x 2sin),( 2 . 

Для того, чтобы функция была аналитической, необходимо и 

достаточно выполнение условий Коши-Римана. Согласно этих усло-

вий: 

ye
x

u x 2cos2 2



;  ye
y

v x 2cos2 2


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ye
y

u x 2sin2 2



;  ye
y

v x 2sin2 2



, 

т.е.  

y

v

x

u








; 
x

v

y

u








. 

Условия выполняются во всей комплексной плоскости, поэтому 

функция zezf 2)(   является аналитической для всех точек Cz . 

Найдем ее производную: 
zxxx eyiyeyeiyezf 2222 2)2sin2(cos22sin22cos2)(  . 

В точке iz  10 , 22
0 2)( ieezf  . 

Отображение zew 2  задает конформное преобразование с ко-

эффициентом растяжения: 
222

0 22)( eeezfk i   

и углом поворота: 
2)(arg 0  zf  (рад.) 

 

Пример 2. Найти коэффициент растяжения  и угол поворота при 

отображении 2zw   в точке 220 iz  . 

Решение. 
Имеем zzw 2)(  , так что 2222

22
iw

iz


 . Перейдем от 

алгебраической формы записи комплексного числа 2222 i  к три-

гонометрической, находим: 







 










4
sin

4
cos4

2

2

2

2
42222


iii . 

Значит, 

4)(
22


 iz
zf ;  

4
)(arg

22




 iz
zf , 

т.е. коэффициент растяжения 4r , а угол поворота 
4

  . 

 

§ 1.9. Интеграл от функции комплексного переменного 

 

Предположим, что в плоскости z  дана замкнутая или незамкну-

тая дуга С, которую считаем гладкой или кусочно-гладкой. Гранич-

ные точки кривой С обозначим 0z  и Z ; если кривая замкнута, то 



 43

Zz 0 . Точку 0z  считаем начальной, а другую конечной, т.е. мы ус-
тановили положительное направление на кривой С. Предположим 

функция )(zf  комплексного аргумента z  непрерывна во всех точках 

дуги С. 

Разобьем дугу С произвольным способом на n  элементарных 

дуг, и занумеруем точки деления nz  в направлении от начальной точ-

ки к конечной, причем Zzn  . 

Введем обозначения:  

101 zzz  , 212 zzz  ,…, nnn zzz  1 . 

Число kz  изображается вектором, идущим из точки 1kz  в точ-

ку kz , а kz  – длина этого вектора, т.е. длина хорды, стягивающей со-

ответствующую элементарную дугу. Внутри каждой элементарной 

дуги выберем точки и обозначим эти точки n ,...,, 21 . 

Составим сумму 
 

      nn zfzfzf   ...2211 .          (1.37) 
 

Предел этой суммы, вычисленный при условии, что n  и 

длина наибольшей из элементарных дуг стремится к нулю, называет-
ся интегралом функции )(zf  по дуге С: 
 

 





1
0max

lim)(
k

kk
z

C

zfdzzf
k

 .         (1.38) 

 

Из этого определения непосредственно получим следующие 
свойства интеграла: 

1.          
CCC

dzzfdzzfdzzfzf 2121 ;  

2.     
CC

dzzfkdzzkf , где k – действительная или комплексная 

постоянная;  

3. Если дуга C геометрически совпадает с дугой С, но имеет на-
правление, противоположное направлению дуги С, то  

 

    
CC

dzzfdzzf ; 

4. Если дуга С состоит из дуг nCCC ,...,, 21 , то 

        
nCCCC

dzzfdzzfdzzfdzzf ...

21

; 
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5.   0zZdzzf
C

 ; 

6. Если Mzf )(  во всех точках дуги С и длина дуги С равна l , 

то  

  Mldzzf
C

 ; 

7.     dszfdzzfdzzf
CC

)()( , где ds  – дифференциал дуги 

кривой С. 

8. Вычисление интеграла (1.38) сводится к вычислению криво-

линейных интегралов от действительных функций действительных 

аргументов: iyxz  , ivuzf )( . 

   
CCC

dyyxudxyxvidyyxvdxyxudzzf ),(),(),(),( ; 

9. Если дуга С задана параметрическими уравнениями 
 

),(

)(

tyy

txx




        (1.39) 

 

а начальная и конечная точки дуги соответствуют при этом значениям 

параметра 0tt   и Tt  , тогда интеграл по комплексному аргументу 

можно вычислить с помощью формулы: 
 

      
T

tC

dttztzfdzzf

0

)( ,            (1.40) 

 

где      tiytxtz  . 

10. Если функция )(zf  аналитична в односвязной области D , 

содержащей точки 1z  и 0z , то имеет место формула Ньютона-
Лейбница: 

 

       01
1

0

1

0

zzzdzzf
z

z

z

z

 ,     (1.41) 

 

где  z  – первообразная для функции )(zf , т.е.   )(zfz  . 
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Пример 1. Вычислить интеграл 
C

zdzRe , где дугой С является: 

1) прямолинейный отрезок, соединяющий точку 0  с точкой 

i1 , 

2) ломаная, состоящая из прямолинейного отрезка, соединяю-

щего точку 0 с точкой 1, и прямолинейного отрезка, соеди-

няющего точку 1 с точкой i1 . 

Решение. 
1) Уравнение отрезка, соединяющего точки 0 и i1  в парамет-

рической форме имеет вид: 

,ty

tx




 

а в комплексной форме: tiz )1(  , где действительное переменное t  

изменяется от 0 до 1. 

 Находим: dtidz )1(   и 

 
2

1

2

)1(
)1()1()1(ReRe

1

0

2
1

0

1

0

i
t

i
tdtidtitizdz

C





  . 

 

2) Уравнение отрезка, соединяющего точки 0 и 1 в комплексной 

форме tz  , где t  изменяется от 0 до 1; уравнение в комплексной 

форме отрезка, соединяющего точки 1 и i1 : itz 1 , где t  изменя-

ется от 0 до 1. 

Итак, 

iit
t

dtitdtidtittdtzdz
C

  2

1

2
)1Re(ReRe

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

. 

 

Пример 2. Вычислить интеграл   
C

dzzz 2 , где  С – отрезок 

прямой xy  , начинающийся в точке 00 z  и оканчивающийся в 

точке iz 11 . 

Решение. 
Для вычисления интеграла используем свойство (8). Для этого 

выделим действительную и мнимую части подынтегральной функ-

ции: 

   yxyiyxxxyiyxiyxzz  22 22222 , 

т.е. 
22 yxxu  ,  yxyv  2 . 
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            ydyxxdxyxyidyyxyxdyxxdzzz
CCC

22222 22

 

    




1

0

222
1

0

222

1

0
22

1,

0,
dxxxxxxidxxxxxx

xdxdy

xxy

 

  ii
x

i
x

xdxxidxxx
3

2

3

1

3

2

3

2
1

3

2

3

2
222

1

0

3
1

0

3
2

1

0

2
1

0

2 







  . 

 

Пример 3. Вычислить интеграл  
C

dyxxdx 2 , где С – окружность 

с центром в начале координат и радиусом 1, обход которой соверша-
ется против часовой стрелки. 

Решение. 
Параметрические уравнения такой окружности будут tx cos , 

ty sin , где 20  t . 

Поэтому находим: 

   
 2

0

2

0

22 sincoscoscossincos tdttdtttttdyxxdx
C

 

  0
3

sin
sin

2

cos
cossin1

2

0

322

0

2 







 


t

t
t

tdtt . 

 

Пример 4. Вычислить интеграл   
C

dzzi 21  по линиям, соеди-

няющим точки 01 z  и iz 12 : 

1) по прямой, 

2) по параболе 2xy  . 

Решение. 
Перепишем подынтегральную функцию в виде: 

)21()21(21 yixzi  . 

Здесь xu 21 , yv 21 . Применяем свойство (8), получим: 

 
CCC

dyxdxyidyydxxdzziI )21()21()21()21()21(1 . 
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1) Уравнение прямой, проходящей через точки 01 z  и iz 12  

будет xy  , 10  x , а значит, dxdy  , тогда  

           1221212121
1

0

1

0

1   idxxxidxxxI . 

2) Для параболы 2xy  , xdxdy 2 , ( 10  x ). Тогда: 

     

.
3

4
2

2212122121)21(
1

0

2
1

0

2
1

i

dxxxxidxxxxdzziI
C



 
 

 

Пример 5. Вычислить интеграл  





i

i

dzzz
2

1

2 23 . 

Решение. 
Так как подынтегральная функция zzzf 23)( 2   аналитична 

всюду, то, применяя формулу Ньютона-Лейбница, найдем: 

    izzdzzz
i

i

i

i

19723
2

1

23
2

1

2 







 . 

 

Пример 6. Вычислить интеграл 
i

zdzz
0

cos . 

Решение. 
Функции zzf )( , zz cos)(   являются аналитическими всю-

ду. Применим формулу интегрирования по частям, получим: 

.
1

11ch1sh

cossinsinsin)(sincos
0

0
0

00

e

e

ziizdzzzzzdzdzz
i

i
i

ii




 
 

 

Пример 7. Вычислить интеграл   
C

dzzzz2 , где С – дуга окруж-

ности 1z , (  zarg0 ). 

Решение. 
Положим iez  , diedz i  и 
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      .
3

8

3

1
1 3

0

3

0

22 





   





  iiiiii

C

eedeeideiedzzzz  

 

Пример 8. Вычислить интеграл 
C

zdze , где С – отрезок прямой 

xy  , соединяющий точки 01 z  и iz  2 . 

Решение. 
Параметрическое уравнение линии С есть  tx  , ty   или в 

комплексной форме ittz  , где  t0 . 

Тогда 

          .1
1

1
11

0

1

0

1

0

iee
i

i
dteidtiedze titiitt

C

z 



   


 

 

§ 1.10. Теорема Коши 

 

Если )(zf  является аналитической функцией на замкнутом кон-

туре С и в односвязной области, ограниченной этим контуром, то 

0)( 
C

dzzf . 

Доказательство. 

Справедливость теоремы Коши следует из свойства (8), если 

предположить, что производная )(zf   данной функции непрерывна на 
контуре С и в области, ограниченной этим контуром, так как в этих 

предположениях криволинейные интегралы  
C

vdyudx  и  
C

udyvdx , 

будучи интегралами по замкнутому контуру от полных дифференциа-
лов, равны нулю. 

Действительно, для того, чтобы выражение  
dyyxNdxyxM ),(),(  , 

где ),(  и  ),( yxNyxM  – непрерывно дифференцируемые функции, 

было полным дифференциалом, как известно, необходимо и доста-

точно, чтобы 
x

N

y

M








. В применении к интегралам  
C

vdyudx  и 

 
C

udyvdx  это условие сводится к условиям Эйлера-Даламбера 



 49

x

v

y

u








; 
x

u

y

v








, выполненным в силу аналитичности функции  

)(zf , а непрерывность производной )(zf   обеспечивает непрерыв-

ность частных производных функций ),( yxu  и ),( yxv . 

Таким образом, каждый из двух интегралов в правой части 

свойства (8) равен нулю, и теорема Коши доказана. 
Можно данную теорему доказать на случай многосвязной об-

ласти. Рассмотрим многосвязную область D , ограниченную внешним 

контуром 0C  и внутренними контурами nCCC ,...,, 21  и предположим, 

что функция )(zf  является аналитической функцией как в этой мно-

госвязной области, так и на контурах nCCCC ,...,,, 210 . 

Тогда справедливо равенство: 
 

 
nCCCC

dzzfdzzfdzzfdzzf )(...)()()(

210

.     (1.42) 

 

Если функция )(zf  является аналитической на контурах 0C  и 

1C  и в двусвязной области, ограниченной этими контурами, то из 
(1.42) при 1n  получим: 

 
10

)()(
CC

dzzfdzzf . 

Из данной теоремы следует, что если функция )(zf  аналитична 
в некоторой односвязной области D , то, какова бы ни была дуга С 

внутри этой области, величина 
C

dzzf )(  зависит только от начальной 

точки 0z  и конечной точки Z  дуги С и, следовательно, для этого ин-

теграла можно пользоваться обозначением 
Z

z

dzzf

0

)( . 

 

§ 1.11. Интеграл вида 
  C

n
az

dz
 

 

Вычислим интеграл 
  C

n
az

dz
 по замкнутому контуру С в пред-

положении, что n  является целым положительным числом (если це-
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лое число 0n , то по теореме Коши 
 

  0
 

C

m

C
n

dzaz
az

dz
, 

0 nm ). 

Если точка az   находится вне области, ограниченной конту-

ром С, то в соответствии с теоремой Коши: 
 

0


C
n

az

dz
. 

Предположим, что контур С один раз обходит точку a , считаем, 

что направление обхода выбрано так, что точка a  остается слева. То-

гда, в силу теоремы Коши, величина интеграла 
  C

n
az

dz
 не зависит 

от вида контура С, хотя, может быть, и отлична от нуля. Поэтому в 

качестве контура С можно взять окружность радиуса R  с центром в 

точке a . Уравнение такой окружности в комплексной форме имеет 
вид: 

iReaz  ,   20  ,  dRiedz i . 
 

Тогда: 

 



 














 2

0

)1(

1

2

0

)(

1

2

0)(
de

R

i
de

R

i

eR

dRie

az

dz ni

n

ni

ninn

i

C
n

. 

 

При 1n  ( ,...4,3,2n ) получим: 

 

   
    0

)1(

1

1

1 2

0

1

1

2

0

1

1















 ni

n

ni

n
C

n
e

Rn
e

niR

i

az

dz
, 

 

т.е.   1012  ee ni . 

Если же 1n , то idi
az

dz

C




2
2

0


  . 

Итак, если даже точка a  находится внутри контура С, то 

  C
n

az

dz
 отличен от нуля только при 1n . 

Следовательно, если контур С обходит k  раз точку a  в положи-

тельном направлении, то 
 

ik
az

dz

C
n

2
 , если же контур С обходит 

k  раз точку a  в отрицательном направлении, то 
 

ik
az

dz

C
n

2
 . 
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§ 1.12. Интеграл Коши 

 

Предположим, что функция )(zf  является аналитической на не-
котором контуре Г  и в односвязной области D , ограниченной этим 

контуром. Пусть z  – любая точка внутри области D . Описав из точки 

z , как из центра, лежащую в области D  окружность   радиуса  , в 

силу теоремы Коши: 

 


  





z

df

z

df

Г

)()(
. 

Теорема Коши применима, так как единственной особой точкой 

в области D  для подынтегральной функции является точка z  и, 

следовательно, в двусвязной области между Г  и   эта функция ана-
литическая. 

Так как функция )(zf  является аналитической, а, следователь-

но, и непрерывной в области D , то для каждого 0 , как бы мало 

оно ни было, и для любой точки   на окружности   справедливо не-
равенство: 

  )()( zff , 

если только радиус   окружности   достаточно мал. 

Поэтому 
 
















22
)()()()(









  d

z

zff

z

dzf

z

df
,     (1.43) 

 

Воспользовавшись тем, что   z  на дуге  . 

Так как   можно взять сколь угодно малым, то неравенство 

(1.43) означает, что 
 

 





 





z

df

z

df )()(
lim

0
.                             (1.44) 

 

Но величина   


z

df )(
 при изменении   не изменяется, поэтому 

знак предела в левой части (1.44) можно опустить. 

Тогда имеем 
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)(2)(
)(

zif
z

d
zf

z

dzf 












  . 

Отсюда получим интегральную формулу Коши: 
 

 


Г z

df

i
zf





)(

2

1
)( . 

 

Величина, стоящая в правой части интегральной формулы Ко-

ши, называется интегралом Коши. Для вычисления интеграла Коши 

нужно знать значение функции )(zf  только на контуре Г и, следова-
тельно, интегральная формула Коши позволяет находить значения 

аналитической функции в любой точке, лежащей внутри области D , 

если известны значения этой функции на контуре Г, ограничивающей 

область G . 

Если точка z  лежит вне области D , то интеграл Коши равен ну-

лю в силу теоремы Коши, так как в этом случае подынтегральная 

функция является аналитической в области D . 

Интегральная формула Коши справедлива для случая сложного 

контура, ограничивающего многосвязную область D . 

Можно доказать, что производная аналитической функции так-

же является аналитической функцией. 

Пусть )(zf  является аналитической функцией на замкнутом 

контуре С и в ограниченной этим контуром области; тогда в соответ-
ствии с интегральной формулой Коши: 

 


C
z

df

i
zf





)(

2

1
)( , 

где z  – любая точка внутри рассматриваемой области. 

 Какова бы ни была внутренняя точка z  рассматриваемой облас-
ти, h  можно подобрать столь малой, что точка hz   будет лежать 

внутри области, считаем, что h  меньше кратчайшего расстояния точ-

ки z  до контура С. Тогда на основании интегральной формулы Коши: 

 


C
hz

df

i
hzf





)(

2

1
)(  

и  поэтому: 

 

















CC
zhz

df

i
d

z

f

hz

f

ih

zfhzf

))((

)(

2

1)()(

2

1)()(














. 
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При 0h  левая часть этого равенства стремится к )(zf  , а по-

дынтегральная функция в правой части стремится к 
2)(

)(

z

f




. 

Следовательно, мы приходим к формуле: 
 

 


C z

df

i
zf

2)(

)(

2

1
)(





, 

 

Справедливость которой можно доказать, если обосновать предель-

ный переход под знаком интеграла в правой части. 

 Составив отношение 
h

zfhzf )()( 
, и перейдя к пределу при 

0h , можно доказать, что  

 


C z

df

i
zf

3)(

)(

2

!2
)(





. 

Тогда при любом целом положительном n  
 

 


C
n

n

z

df

i

n
zf

1

)(

)(

)(

2

!
)(





.         (1.45) 

 

Итак, из аналитичности функции в некоторой точке, т.е. из су-

ществования первой производной данной функции в какой-либо ок-

рестности этой точки, следует существование в окрестности той же 
точки производных данной функции любого порядка, а, следователь-

но, и аналитичность этих производных. 

Интегральная формула Коши и формула (1.45) могут служить 

для вычисления интегралов по замкнутым контурам. 

 

Пример 1. Вычислить интеграл  
C

z

izz

dze

)2(
, 

где С – окружность радиуса 2 с центром в точке i3 . 

Решение. 

Функция 
z

e
zf

z

)(  внутри круга, ограниченного плоскостью С, 

аналитична, поэтому применяя интегральную формулу Коши, полу-

чим: 

)2sin2(cos
2

2)2(2
2

)(

)2(

2

i
i

e
iiif

iz

dzzf

izz

dze i

CC

z





   . 
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Пример 2. Вычислить интеграл  C iz

zdz
3)(

cos
, 

где С – замкнутый контур, однократно обходящий точку i . 

Решение. 
Применяя формулу (1.45) к формуле zzf cos)(  , получим: 

2
cos

)(cos

!2

2

)(

cos 1

2

2

3

ee
iii

dz

zdi

iz

zdz

izC









 

. 

 

Пример 3. Вычислить интеграл 
 2||

2 34

ch

z

dz
zz

iz
. 

Решение. 
Внутри окружности 2|| z  знаменатель дроби обращается в 

нуль в точке 10 z , тогда применяя интегральную формулу Коши 

перепишем интеграл в следующем виде: 
 










 



)1(2

)1(

)3(

ch

)3)(1(

ch

34

ch

2||2||2||
2

ifdz

z

z

iz
dz

zz

iz
dz

zz

iz

zzz

  

 

1cosch
2

)ch(
2 iii

i
i  


 , 

здесь 
3

ch
)(




z

iz
zf  – аналитическая функция в круге 2|| z . 

 

Пример 4. Вычислить интеграл  C

z

zz

dze

62

2

, если 

1) 12: zC ;  2) 32: zC ;  3) 52: zC . 

Решение. 
1) В замкнутой области, ограниченной 12 z , подынтеграль-

ная функция аналитическая, поэтому в силу теоремы Коши: 

0
)6(

12

2




z

z

dz
zz

e
. 
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2) Внутри области, ограниченной окружностью 32 z , нахо-

дится одна точка 0z , в которой знаменатель обращается в нуль. 

Перепишем интеграл в виде: 

36

1
2

6
2)(2

6
0

0
32

22

i
i

z

e
izifdz

z

z

e

z

z

z
z

z  















 . 

Здесь функция 
6

)(

2




z

e
zf

z

 является аналитической в данной 

области. 

3) В области ограниченной окружностью 52 z  имеется две 
точки 0z  и 6z , в которых знаменатель подынтегральной функ-

ции обращается в нуль. Разложим дробь 
)6(

1

zz
 на простейшие, име-

ем: 

zzzz

1

6

1

6

1

6

1

)6(

1






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Тогда  
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
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1
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6

1
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6

1 36
36 

 . 

 

Пример 5. Вычислить интеграл 
 11

22 )1(

sin

z

dz
z

z
. 

Решение. 

Подынтегральная функция 
22 )1(

sin

z

z
 является аналитической в 

области 11 z  всюду, кроме точки 10 z . Выделим под знаком ин-

теграла функцию )(zf , являющуюся аналитической в круге 11 z . 

Для этого перепишем подынтегральную функцию в виде: 
 

2

222

)1(

)1(

sin

)1(

sin







z

z

z

z

z 
, в качестве 

2)1(

sin
)(




z

z
zf


. 
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Полагаем в формуле (1.45) 1n , получим: 
 

)1(2

)1(

)1(

sin

11
2

2
fidz

z

z

z

z









. 

Найдем производную: 

32 )1(

sin2)1(cos

)1(

sin
)(

















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zzz

z

z
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
. 

Отсюда 
42

cos2
)1(

3


f . 

Следовательно, 
24

2
)1(

sin 2

11
22

i
idz

z

z

z














. 

 

§ 1.13. Ряды и особые точки 

 

а) Функциональные ряды. 

Функциональный ряд, членами которого являются функции 

комплексной переменной z  
 

...)(...)()( 21  zfzfzf n          (1.46) 
 

может в одних точках сходится, в других расходится. 

Сумма такого ряда 
)(lim)( zSzf n

n 
 , 

где )(...)()()( 21 zfzfzfzS nn   является функцией переменной z , 

определенной в точках, в которых ряд (1.46) сходится. Множество то-

чек, в которых ряд (1.46) сходится, будем называть областью сходи-

мости этого ряда. Остатком ряда (1.46) называется разность: 
 

...)()()()()( 21   zfzfzSzfzR nnnn . 
 

В каждой точке сходимости ряда (1.46) 
 

0)(lim 


zRn
n

. 

Другими словами, если ряд в данной точке z  сходится, то для 

каждого 0  можно подобрать столь большое число N , что при 

Nn   модуль остатка ряда удовлетворяет неравенству 
 

)(zRn .         (1.47) 
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Наименьшее число N , определяющее номер n , начиная с кото-

рого справедливо неравенство (1.47), зависит не только от  , но и от 
z , и не является одинаковым для всех точек области сходимости ряда, 
т.е. ),( zN  . 

Предположим, что на некотором множестве точек ряд (1.46) не 
только сходится, но и мажорируется некоторым сходящимся число-

вым рядом, т.е. существует сходящийся ряд 
 

......210  naaaa         (1.48) 
 

с положительными членами, что во всех точках рассматриваемого 

множества 
00 )( azf  , 11 )( azf  , 22 )( azf  ,…. 

 

В этом случае говорят, что на данном множестве точек ряд 

(1.46) сходится правильно, в этом случае: 
 

nnnnnnnn raazfzfzfzfzR   ......)()(...)()()( 212121 . 
 

Но так как ряд (1.48) сходится, то как бы ни было мало 0 , 

найдется такое )(N , что nr  при Nn  , поэтому )(zRn . Таким 

образом, для рядов, правильно сходящихся на некотором множестве 
точек, неравенство (1.48) имеет место при любом сколь угодно малом 

0 , если )(Nn  . 

Ряды, для которых можно выбрать N  не зависящим от z , назы-

ваются равномерно сходящимися на соответствующем множестве то-

чек. 

Можно доказать следующие свойства равномерно сходящихся 

рядов: 

1) Если члены ряда 
 

...)(...)()()( 10  zfzfzfzf n           (1.49) 
 

являются непрерывными функциями в некоторой области D  или на 
некоторой дуге   и ряд сходится в этой области или на этой дуге 
равномерно, то сумма ряда )(zf  непрерывна  в области D  или на ду-

ге  . 

 2) Если члены ряда (1.49) непрерывны на некоторой дуге   и 

ряд сходится на этой дуге равномерно, то его можно почленно интег-
рировать вдоль дуги  , т.е. 
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...)()()( 10  


dzzfdzzfdzzf .   (1.50) 

 

3) Если члены ряда (1.49) – аналитические в некоторой области 

D  функции и ряд (1.49) сходится в области G  равномерно, то его 

сумма )(zf  также является функцией, аналитической в области D . 

 

б) Степенные ряды 
 

Ряд вида 
......2

210  n
n zczczcc ,        (1.51) 

 

где ic  – постоянные, называется степенным. Основной теоремой тео-

рии степенных рядов является теорема Абеля: если степенной ряд 

(1.51) сходится в точке 0z , то он сходится и при том абсолютно во 

всех точках, лежащих внутри окружности С с центром в точке 0z  и 

проходящей через точку 0z  (т.е. во всех точках z , для которых 

|||| 0zz  ). При этом во всяком круге z  радиуса  , меньшего, чем 

|| 0z , ряд (1.51) сходится правильно. 

Рассмотрим любой луч, выходящий из нулевой точки. Возмож-

ны три случая: 

1) Ряд (1.51) сходится во всех точках этого луча. Тогда в силу 

теоремы Абеля ряд (1.51) сходится внутри круга сколь угодно боль-

шого радиуса, т.е. сходится во всей плоскости. 

2) Ряд расходится во всех точках луча, кроме точки 0z . Сле-
довательно, ряд расходится во всех точках плоскости, кроме точки 

0z . 

3) На луче имеются как точки сходимости, отличные от 0z , 

так и точки расходимости ряда (1.51). Из теоремы Абеля следует, что 

всякая точка сходимости находится ближе к нулевой точке, чем вся-

кая точка расходимости, т.е. на луче найдется точка *z , отделяющая 

точки луча, в которых ряд (1.51) сходится, от точек, в которых ряд 

расходится. Сама же точка *z  может принадлежать как к числу точек 

сходимости, так и к числу точек расходимости. Ряд (1.51) будет схо-

дится внутри круга с центром в нулевой точке, окружность которого 

проходит через точку *z , и расходится вне этого круга.  
Данный круг называется кругом сходимости степенного ряда 

(1.51), а его радиус – радиусом сходимости этого ряда. 
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Ряд: 

...)(...)()( 2
210  n

n azcazcazcc ,     (1.52) 
 

где a  – любое комплексное число, также называют степенным. 

 Этот ряд подстановкой taz   сводится к ряду (1.51), причем 

точке 0t  соответствует точка az  . Следовательно, областью схо-

димости ряда (1.52) является круг с центром в точке az  . 
 

в) Ряд Тейлора. 
 

Рассмотрим однозначную функ-

цию )(zf , аналитическую внутри круга 
D , ограниченного окружностью С с 
центром  в точке az  . Разложим эту 

функцию в степенной ряд вида (1.52). 

Пусть  z  – любая внутренняя точка кру-

га D . Проведем внутри круга D  окруж-

ность C с центром в точке a  так, что-

бы точка z  оказалась внутри этой ок-

ружности. Тогда, если   – точка на ок-

ружности C, то в соответствии с инте-
гральной формулой Коши имеем: 

 


 


C

z

df

i
zf





)(

2

1
)( .             (1.53) 

 

Преобразуем один из множителей подынтегральной функции: 
 



















a

az
a

azaz




1)(

1

)(

11
.            (1.54) 

 

Модуль разности a  равен радиусу окружности C , а так как 

модуль разности az   равен расстоянию точки z  от центра окружно-

сти С, то как бы ни перемещалась точка   по окружности C, величи-

на 
a

az





 сохраняет постоянное значение, меньшее единицы, т.е. 

функция 

С C 

  

z  

a  

a

az 

Рис. 8. 
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a

az







1

1
 

 

является суммой геометрической прогрессии 
 

......1

1

1
2














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
















n

a

az

a

az

a

az

a

az 


,       (1.55) 

 

сходящейся во всякой точке z  внутри окружности C. Эта прогрессия 

сходится правильно на окружности C  относительно  , потому что 

при фиксированном z  величина q
a

az






 постоянна на этой окруж-

ности и, следовательно, модули членов ряда (1.55) совпадают с соот-
ветствующими членами сходящегося числового ряда: 

......1 2  nqqq . 

Этот ряд является мажорируемым рядом для ряда (1.55). Следо-

вательно, подынтегральную функцию можно представить в виде сум-

мы ряда, сходящегося правильно на окружности C: 
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и произвести почленное интегрирование, что приводит к разложению 

функции )(zf  в степенной ряд: 
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    (1.56) 

 

Итак, во всякой точке z , находящейся внутри круга D , функция 

)(zf  представлена с помощью (1.56) в виде суммы степенного ряда: 
 

...)(...)()()( 2
210  n

n azcazcazcczf ,  (1.57) 
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где  





C
nn

a

df

i
c

1)(

)(

2

1





, ( ,...2,1,0n ). 

 

C– любая окружность с центром в точке az  , лежащая внутри 

круга D  или любой другой замкнутый контур, однократно обходя-

щий точку a  в положительном направлении и лежащий внутри круга 
D , так как в силу теоремы Коши величина интеграла (1.57) не зависит 
от выбора контура C. Полученный ряд называется рядом Тейлора. 

Пользуясь интегральной формулой Коши можно для коэффици-

ентов ряда Тейлора получить другое представление: 
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и записать разложение в ряд Тейлора в форме: 
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Отсюда легко получить разложения элементарных функций: 
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!5!3

sin
53
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zz

zz  

 

...
!4!2

1cos
42


zz

z  

 

Ряд Тейлора можно почленно дифференцировать. Действитель-

но, если )(zf  – аналитическая функция, то аналитической является и 

ее производная )(zf  , т.е.  
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К этому же равенству приводит почленное дифференцирование 
равенства (1.58). Полученный после дифференцирования ряд имеет 
тот же круг сходимости, что и исходный ряд. 

В качестве точки a  в формуле (1.58) можно взять любую точку, 

в которой функция )(zf  аналитична. Разложение (1.58) называют 
разложением функции )(zf  в окрестности точки a . Если 0)( af , то 

точка a  называется нулем функции )(zf . В этом случае разложение 
функции в ряд Тейлора в окрестности точки a  имеет вид: 

...)()()( 2
21  azcazczf , 

так как 0)(0  afc .  

 Если в разложении функции )(zf  в окрестности точки a : 

0... 110  nccc , но 0nc , 

тогда разложение имеет вид: 
 

...)()()( 1
1  


n

n
n

n azcazczf ,          (1.59) 
 

то точка a  называется нулем функции )(zf  порядка, или кратности 

n . Если 1n , то нуль называется простым. Если точка a  является 

нулем порядка n  функции )(zf , то  

0)(...)()( )1(   afafaf n , но 0)()( af n . 

Разложение (1.59) можно переписать в виде: 
  )()(...)()()( 1 zazazccazzf n

nn
n   , 

где ...)()( 1   azccz nn . 

 Для )(z  точка a  уже не является нулем, так как 0)(  nca . 

Справедливо и обратное утверждение: всякая функция вида 
)()()( zazzf n , где n  – целое положительное число, 0)( a , а 

)(z  аналитична в точке a , имеет в этой точке нуль порядка n . 

 Действительно, разложив )(z  в ряд Тейлора в окрестности точ-

ки a , получим: 

...)()( 10  azccz , 

где 0)(0  ac  . Отсюда: 
...)()()()()( 1

10  nnn azcazczazzf  . 
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Мы пришли к разложению (1.59), следовательно, точка a  явля-

ется нулем порядка n  функции )(zf . 

Имеет место следующая теорема о единственности аналитиче-
ской функции. 

Если значения аналитических в области D  функций )(1 zf  и 

)(2 zf  совпадают в некоторой бесконечной последовательности точек 

,...,...,, 21 nzzz , сходящейся к точке a  ( azn
n




lim ), которая является 

внутренней точкой области D , то функции )(1 zf  и )(2 zf  тождествен-

ны во всей области D : )(1 zf )(2 zf . 

 

Пример 1. Разложить в ряд Тейлора функцию 
32
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2 


zz

z
zf  

в окрестности точки 00 z  

Решение. 
Разложим данную функцию на простейшие дроби. 
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Преобразуем правую часть следующим образом. 
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Используя геометрическую прогрессию, получим: 
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Радиус сходимости полученного ряда 1R . 

 

Пример.2 Разложить по степеням разности 3z  функцию 

z
zf

23

1
)(


 . 

Решение. 
Преобразуем данную функцию следующим образом: 
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Используя следующую формулу: ...1
1
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меняя z  на )3(
3

2
z , получим: 
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Этот ряд сходится при условии: 1)3(
3

2
z , т.е. 

2

3
R . 

 

Пример.3. Найти несколько первых членов разложения в ряд по 

степеням z  функции zzf tg)(   и найти радиус сходимости ряда. 
Решение. 

Пусть искомый ряд имеет вид: ...)( 3
3

2
210  zczczcczf , 

где n

n

c
n

f


!

)0()(

, ( ,...3,2,1,0n ), 0)0()0()0(  ff . 

Для нахождения значений производных )()( zf n  в точке 0z  

продифференцируем функцию. Имеем: 

)(cos

1
)(

2 z
zf   или )(1)( 2 zfzf   

 
)()(2)( zfzfzf   

 

  )()()(2)(
2

zfzfzfzf   

 

 )()()()(32)()4( zfzfzfzfzf   

…………………….. 

 

Полагая 1)0( f ; 0)0( f ; 2)0( f ; 0)0()4( f ; 

16)0()5( f ,…. 

Подставляя найденные значения производных в ряд, получим 
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2
tg 53  zzzz  
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Ближайшей особой точкой к точке 0z  является точка 
2

  , 

поэтому радиус сходимости 
2


R . 

 

г) Ряд Лорана. 
Предположим, что )(zf  является однозначной аналитической 

функцией внутри кольца между 

концентрическими окружно-

стями C и C   с центром в точ-

ке az  , и пусть z  – произ-
вольная внутренняя точка этого 

кольца. Проведем окружности 

Г   и Г   с центром в точке a  

так, чтобы каждая из них нахо-

дилась внутри данного кольца, 
и чтобы точка z  оказалась ме-
жду  Г   и Г  . 

Опишем из точки z , как 

из центра, окружность , нахо-

дящуюся в кольце между Г   и 

Г  . Пользуясь теоремой Коши 

для составного контура, будем иметь: 
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Но, в силу интегральной формулы Коши: 
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и, следовательно,  
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Если   – точка на контуре Г  , то aza   и  



a

z

C
Г 

C 

Рис. 9. 

Г   
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Ряд в правой части этого равенства сходится на окружности Г   

правильно, умножив его почленно на  df )(  и проинтегрировав 

вдоль Г  , получим для первого из интервалов в правой части (1.60) 

разложение: 
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Г
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Если же точка   находится на контуре Г  , то aaz   , и 

следовательно, 1



az

a
, поэтому для того, чтобы получить ряд, пра-

вильно сходящийся  на Г  , преобразуем 
z

1
 следующим образом: 
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После такого преобразования для второго интеграла в (1.60) по-

лучим: 
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где  
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В силу теоремы Коши для составного контура вместо путей ин-

тегрирования Г   и Г   в формулах (1.61) и (1.62) можно взять любую 

окружность Г  с центром в точке a , лежащую в данном кольце между  

C и C  . 

Заметим также, что при замене a  на a  подынтегральное вы-

ражение в правой части (1.61) переходит в подынтегральное выраже-
ние правой части (1.62), поэтому из (1.60) получаем разложение 
функции )(zf , сходящееся во всякой точке z  внутри кольца C  и C   
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        (1.63) 

 

где   


Г
nn
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df

i
c

1)(
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



, ,...2,1,0 n , а Г – любая расположенная в 

кольце окружность с центром в точке az  . Полученное разложение 
называют рядом Лорана. 
 

Пример 1. Рассмотрим разложение в ряд Лорана функции 

)2)(1(

1
)(




zz
zf , выбрав 0a . 

Решение. 
Функция )(zf  имеет две особые точки 1z , 2z . Следова-

тельно, имеем три круговых кольца с центром в точке 0z , в каждом 

из которых функция аналитична, а именно: 

1. круг 1|| z , 

2. кольцо 2||1  z , 
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3. внешность круга 2|| z . 

Получим разложение в ряд Лорана в каждом из круговых «ко-

лец». 

1) Разложение в круге 1|| z . 

Представим функцию )(zf  в виде: 

1

1

2

1

)2)(1(

1







 zzzz
. 

Так как 

2
1

1

2

1

2

1

zz 



, а функция 

2
1

1

z


 является суммой гео-

метрической прогрессии: 

...
2

...
22

1

2
1

1
2

2




n

nzzz

z
, 

модуль знаменателя которой 1
2


z
, то  

 

...
2

...
222

1

2

1
13

2

2


 n

nzzz

z
.        (1.64) 

 

 Аналогично, 
 

......1
1

1

1

1 2 





 nzzz
zz

,          (1.65) 

 

причем ряд в правой части сходится, так как 1|| z . Складывая (1.64) 

и (1.65) получим: 

...
2

1
1...

2

1
1

2

1
1

2

1

)2)(1(

1
1

2

32







 






 






 

 
n

n
zzz

zz
, 

 

т.е. 
12

1
1 

nnc , ,...2,1,0n , 0nc , ,...2,1n . 

Полученное разложение является рядом Тейлора. 
 

2) Разложение в кольце 2||1  z . 

Ряд (1.64) остается сходящимся, так как 2|| z , но ряд (1.65) 

расходится, потому что 1|| z , поэтому разложение (1.65) заменим 

следующим: 
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...
1

...
11

...
11

1
1

1
1

11

1

1
22







 







nzzzzzz

z

zz
.    (1.66) 

 

В рассматриваемом кольце ряд (1.66) сходится, так как 1|| z  и, 

следовательно, 1
1


z
. 

Складывая (1.64) и (1.66), получаем: 
 

...
1

...
11

...
2

...
222

1

)2)(1(

1
213

2

2


  nn

n

zzz

zzz

zz
, 

 

т.е.  
12

1


nnc , ( ,...2,1,0n ),  1nc , ( ,...2,1n ) 

 

3. Разложим в области 2|| z . 

Равенство (1.66) сохраняется, так как если 2|| z , то тем более 
1|| z , но ряд (1.64) расходится, тогда равенство (1.64) заменим сле-

дующим: 

...
221

...
22

1
1

2
1

11

2

1
3

2

22

2














 zzzzzz

z

zz
.       (1.67) 

 

Ряд в правой части (1.67) сходится, так как 2|| z , и следова-

тельно, 1
2


z
. Складывая (1.66) и (1.67), получим: 

...
12

...
121

)2)(1(

1 1

3

2

2












n

n

zzzzz
, 

 

т.е.  0nc , ( ,...2,1,0n ),  12 1  


n
nc , ( ,...2,1n ) 

 

Пример 2. Выбрав 1a , найдем разложение в ряд Лорана в раз-

личных областях функции 
)2)(1(

1

 zz
. 

Решение. 
В данном случае имеем два круговых «кольца» с центром 1z : 

1) круг, из которого удален центр 1|1|0  z ; 

2) внешность круга 1|1| z . 
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В каждом «кольце» функция )(zf  аналитична, а на границах 

имеет особые точки. Разложим в каждой области функцию )(zf  по 

степеням )1( z . 

1) Разложим в области 1|1|0  z . 

1

1

2

1

)2)(1(

1







 zzzz
. 

Далее: 

 ...)1(...)1()1(1
)1(1

1

2

1 2 





nzzz
zz

, 

причем ряд в правой части сходится, так как 1|1| z . Следователь-

но, 

...)1(...)1()1(1
1

1

)2)(1(

1 2 





nzzz
zzz

, 

 

т.е.  1nc , ( ,...2,1,0n ),  11 c , 0......2   ncc  

 

2) Разложение в области 1|1| z  

В этой области: 


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
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
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1
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1
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...
)1(

1
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)1(

1

1

1
2











nzzz

 

 

причем  ряд в правой части равенства сходится, так как 1|1| z  и, 

следовательно, 1
|1|

1


z
. Итак, 

...
)1(

1
...

)1(

1

)1(

1

1

1

2

1

)2)(1(

1
32

















 nzzzzzzz

, 

 

т.е.  0nc , ( ,...3,2,1,0n ),  01 c , 1......32   nccc . 

 

Пример 3. Разложить в ряд Лорана функцию 
2

12
)(

2 



zz

z
zf  в 

кольце 2||1  z . 



 71

Решение. 
Представим )(zf  в виде суммы элементарных дробей: 

zzzz
zf













1

1

2
1

1

2

1

1

1

2

1
)( . 

Разложение в ряд функции ...
842

1

2
1

1 32




zzz

z
 остается 

сходящимся в кольце, так как 2|| z . 

Ряд для функции 
z1

1
 расходится при 1|| z . Поэтому преобра-

зуем ее следующим образом: 







 





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1
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1

1
32 zzzz

z

zz
. 

Полученный ряд сходится для 1
1


z
, т.е. при 1|| z . Тогда  
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









01 2
)1(

2

11

n
n

n
n

n
n

z

z
. 

 
 

§ 1.14. Изолированные особые точки 

 

Особая точка az   функции )(zf  называется изолированной, 

если в некоторой окрестности этой точки функция )(zf  не имеет дру-

гих особых точек, т.е. если в некоторой окрестности точки az   

функция )(zf  аналитична всюду, кроме самой точки az  .  

Разложение функции в ряд Лорана, сходящейся к этой функции 

во всех точках круга с центром в данной изолированной особой точке 
a , кроме самой точки a , называется разложением функции в ряд Ло-

рана в окрестности данной изолированной особой точки. 

Будем называть ряд 
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...)(...)()( 22
210  azcazcazcc n  

 

правильной частью, а ряд 

...
)(

...
)( 2

21 









n

n

az

c

az

c

az

c
 

 

главной частью ряда Лорана и выясним, как связано поведение функ-

ции )(zf  в окрестности точки az   с разложением функции в ряд 

Лорана в окрестности данной точки. 

Предположим, что в некоторой окрестности точки az   функ-

ция )(zf  ограничена, т.е. существует такая постоянная М, что 

Mzf )(  во всех точках этой окрестности. Так как в качестве конту-

ра Г можно взять окружность сколь угодно малого радиуса с центром 

в точке az  , то отсюда следует, что 01 c , 02 c , …, 0nc , …, 

т.е. главная часть ряда в разложении отсутствует, и разложение имеет 
вид: 

...)(...)()( 2
10  azcazcczf n .          (1.68) 

 

Это разложение имеет место во всех точках некоторой окрест-
ности точки az  , кроме самой точки az  . Но правая часть равенст-
ва (1.68), будучи суммой степенного ряда, аналитична и при az  . 

Поэтому, если под )(af  понимать сумму ряда при az  , т.е. поло-

жить 0)( caf  , то az   станет правильной точкой функции )(zf  и 

разложение (1.68) будет разложением )(zf  в ряд Тейлора в окрестно-

сти точки az  .  

Вывод: если функция )(zf  ограничена в некоторой окрестности 

изолированной особой точки az  , то мы можем всегда считать эту 

точку правильной точкой функции, положив 0)( caf  . 

Пусть теперь функция )(zf  неограничена в окрестности изоли-

рованной особой точки az  . В этом случае либо 


)(lim zf
az

, либо 

при az   функция )(zf  вообще не имеет предела (ни конечного, ни 

бесконечного). В первом случае будем точку az   называть полюсом 

функции )(zf , во втором – существенно особой точкой. 

Если точка az   является полюсом функции )(zf , то в доста-
точно малой окрестности этой точки Mzf )( , как бы ни было вели-

ко М, и поэтому 0)( zf  в некоторой окрестности точки az  . 
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Следовательно, функция 
)(

1
)(

zf
zF   будучи отношением двух 

аналитических функций, является также функцией аналитической в 

некоторой окрестности точки az   всюду, кроме самой точки az  . 

Но, по условию 


)(lim zf
az

, следовательно, 0
)(

1
lim)(lim 
 zf

zF
azz

. 

Поэтому функция )(zF  ограничена в некоторой окрестности точки 

az   и по доказанному эту точку можно считать правильной для 

)(zF , положив 0)( aF . Итак, если точка az   является полюсом 

функции )(zf , то она является нулем функции 
)(

1

zf
. 

Точку az   называем полюсом порядка n  функции )(zf , если 

эта точка является нулем порядка n  для функции 
)(

1

zf
. 

В случае 1n  полюс называется простым. 

Точка az   тогда и только тогда является нулем функции 
)(

1

zf
 

порядка n , когда 
 

)()(
)(

1
zaz

zf

n ,      (1.69) 

 

где 0)( a . 

Но на основании (1.69) следует, что 

)()(

1
)(

zaz
zf

n
 , 

или если положить 
)(

1
)(

z
z


  , то 

 

naz

z
zf

)(

)(
)(





,            (1.70) 

 

причем функция )(z  также аналитична при az   и 0)( a . 

Итак, точка az   тогда и только тогда является полюсом поряд-

ка n  функции )(zf , когда )(zf  можно представить в виде (1.70). 

Если числитель правой части (1.70) разложить в окрестности 

точки az   в ряд Тейлора, то получим: 
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n

n
n

az

azcazcc
zf

)(

...)(...)(
)( 10




 , 

где 0)(0  ac  . 

Отсюда произведя почленное деление, будем иметь: 

n

nn
nnn

az

c

az

c

az

c
azcazcczf

)(
...

)(
...)()()( 0

2

212
21








 

 , 

00 c . 

Таким образом, если точка az   является полюсом порядка n  

функции )(zf , то главная часть разложения этой функции в ряд Ло-

рана в окрестности точки az   представляет собой конечную сумму, 

причем порядок полюса равен наивысшему показателю степени вы-

ражения ( az  ) в знаменателях членов главной части разложения.  

Итак, главная часть разложения функции в ряд Лорана тогда и 

только тогда содержит лишь конечное число членов, когда точка, в 

окрестности которой произведено разложение, является полюсом. От-
сюда следует, что главная часть разложения функции в ряд Лорана в 

окрестности существенно особой точки содержит бесконечное мно-

жество отличных от нуля членов.  

Поведение функции в окрестности существенно особой точки 

подчиняется следующей теореме Сохоцкого-Вейерштрасса: Если точ-

ка a  является существенно особой точкой функции )(zf , то для лю-

бого заданного комплексного числа А найдется последовательность 

точек, сходящаяся к точке a , вдоль которой значения )(zf  стремятся 

к А; для A  теорема также верна. 
Классификацию изолированных особых точек можно распро-

странить и на случай, когда изолированной особой точкой является 

бесконечно удаленная точка. Назовем бесконечно удаленную точку 

изолированной особой точкой функции )(zf , если в некоторой окре-
стности бесконечно удаленной точки, т.е. вне круга с центром в нача-
ле координат достаточно большого радиуса, нет других особых точек 

функции )(zf . 

Разложение функции в ряд Лорана, сходящееся всюду вне круга 
достаточно большого радиуса с центром в точке 0z  будем называть 

разложением в окрестности бесконечно удаленной точки. 

Запишем члены разложения в следующем порядке: 
 

............)( 2
212

21
0   n

nn
n zczczc

z

c

z

c

z

c
czf .     (1.71) 
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Назовем ряд 





1

0
n

n

n

z

c
c  правильной частью, а ряд 



1n

n
n zc  – 

главной частью разложения (1.71). 

Если в некоторой окрестности точки z  функция )(zf  огра-
ничена, то 0......21  nccc  и разложение (1.71) примет вид: 

......)(
2
21

0  
n
n

z

c

z

c

z

c
czf  

и  точку z  можно считать правильной точкой функции )(zf , по-

ложив 0)( cf  . 

Если z  – правильная точка функции )(zf  и 0)( f , то бу-

дем точку z  называть нулем порядка m  функции )(zf , если точ-

ка 0z  является нулем порядка m  функции )1( zf . 

Если 


)(lim zf
z

, будем точку z  называть полюсом функ-

ции. 

Очевидно, что если точка z  – полюс функции )(zf , то точка 
0z  – полюс функции )1( zf . Назовем точку z  полюсом поряд-

ка m  функции )(zf . В этом случае разложение функции )(zf  в окре-
стности точки z  будет иметь вид: 

m
mn

n zczczc
z

c

z

c

z

c
czf   .........)( 2

212
21

0 ,  

где 0mc . 

Если функция )(zf  в окрестности точки z  неограниченна и 

в то же время )(lim zf
z 

 ни конечный, ни бесконечный, не существует, 

то точку z  назовем существенно особой для функции )(zf . В 

этом случае главная часть разложения (1.71) содержит бесконечное 
множество отличных от нуля членов, в поведение функции )(zf  в ок-

рестности точки z  определяется теоремой Сохоцкого. 

Общие формулы для коэффициентов ряда Лорана мало удобны 

для вычислений, иногда применяют более простые приемы вычисле-
ния. 

Для того, чтобы разложить в ряд Лорана рациональную функ-

цию, достаточно воспользоваться представлением правильной рацио-

нальной дроби в виде суммы простейших дробей. Всякая правильная 

рациональная дробь может быть разложена в сумму дробей вида 
nazA )(  , aA,  – комплексные числа. 
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При разложении в ряд Лорана иррациональных и трансцендент-
ных функций можно использовать разложение в ряд Тейлора функ-

ций ze , zcos , zsin , )1ln( z , биномиальный ряд и другие известные 
разложения. Так, например, в окрестности точки 2z  

...
)2()!2(

1
)1(...

)2(!2

1
1

2

1
cos

22








 n

n

znzz
. 

Иногда следует предварительно преобразовать разлагаемую в 

ряд функцию. 

 

Пример 1. Разложить в ряд Лорана в окрестности 1z  функцию 

1
sin

z

z
. 

Решение. 

1

1
sin1cos

1

1
cos1sin

1

1
1sin

1
sin

















 zzzz

z
. 

Откуда: 













...
)1(!3

1cos

)1(!2

1sin

1

1cos
1sin

1
sin

32 zzzz

z
 

 

...
)1()!12(

1cos
)1(

)1()!2(

1sin
)1(

122






 n

n

n

n

znzn
. 

 

Если бесконечно удаленная точка является правильной для 

функции )(zf , то разложение в ряд в окрестности бесконечно уда-
ленной точки сводится подстановкой 1z  к разложению функции 

)1( f  в ряд Тейлора в окрестности точки 0 . 

 

Пример 2. Разложить функцию 2)(  z

z

ezf  в ряд Лорана в окре-
стности точки z .  

Решение. 

Положим 1z , получим 


 21

1

21

1

)1(   eef , причем 0  

является для этой функции правильной точкой. 

Обозначим )()1(  f , будем иметь 




 21

1

2)21(

2
)( 


 e , 
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












 
43

21

1

)21(

4

)21(

8
)(


 e , 

 

и т.д. Следовательно, e)0( , e2)0(  , e12)0(   и т.д. 

Отсюда: 

...)621()( 2   e   или   





  ...

62
1

2
2

zz
ee z

z

. 

Ряд сходится вне круга радиуса 2R , так как единственной 

особой точкой функции является точка 2z . 

 

Пример 3. Показать, что  kz   ( ,...2,1,0 k ) являются нулем 

первого порядка функции  zsin .  

Решение. 

Пользуясь разложением ...
!5!3

sin
53


tt

tt , найдем 






















 ...

)!12(

)(
)1(

...
!3

)(
)()1()sin()1(sin

12
1

3

n

kz

kz
kzkzz

n
n

kk





 

 

откуда  следует, что kz   – нуль первого порядка для zsin . 

 

Пример 4. Показать, что  0z  есть нуль второго порядка для 

функции  zcos1 .  

Решение. 
Действительно, 

...
)!2(

)1(...
!4!2

...
!4!2

11cos1
2

1
4242









 

n

zzzzz
z

n
n . 

 

Пример 5. Найти нули функции zzf cos1)(   и определить их 

порядок.  

Решение. 
Приравнивая )(zf  к нулю, получим 1cos z , откуда 

)12(  nzn  ( ,...2,1,0 n ) – нули данной функции. Далее  
  0)12sin()12(   nnf , 
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  01)12cos()12(   nnf . 

Следовательно, точки )12(  nzn  ( ,...2,1,0 n ) являются 

нулями второго порядка данной функции. 

 

Пример 6. Найти порядок нуля 00 z  для функции 

zz

z
zf

sin
)(

8


 .  

Решение. 
Используя разложение функции zsin  в ряд Тейлора в окрестно-

сти точки 00 z , получим 




















...

!5!3
...

!5!3

sin
)(

53

8

53

88

zz

z

zz
zz

z

zz

z
zf  

 

...
!5!3

1

1

...
!5!3

1 2

5

2

5







z
z

z

z
. 

 

Положим 

...
!5!3

1

1
)(

2




z
z , тогда )()( 5 zxzf  , где )(z  – 

функция, аналитическая в точке 00 z , причем 06)0(  . Следова-
тельно, точка 00 z  является для данной функции нулем пятого по-

рядка. 
 

Пример 7. Пусть 
z

e
zf

z 1
)(


 . Показать, что данная особая точ-

ка есть устранимая особая точка.  
Решение. 

1
1

lim)(lim
00





 z

e
zf

z

zz
. 

Следовательно, точка 00 z  есть устранимая особая точка. 
 

Пример 8. 
1

sin
)(

23 


zzz

z
zf .  
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Решение. 
Функция )(zf  имеет две особые точки 1z , 1z . Исследуем 

точку 1z . Представим )(zf  в виде: 

2)1(

1

sin

)(



z

z

z

zf . 

Здесь 
1

sin
)(




z

z
z  – аналитична в окрестности точки 1z , 

причем 0
2

1sin
)1(  . Следовательно, точка 1z  является дву-

кратным полюсом данной функции. Аналогично, записав функцию 

)(zf  в виде 
1

)1(

sin

)(
2




z

z

z

zf , заключаем, что точка 1z  есь простой 

полюс этой функции. 

 

Пример 9. Показать, что точка 0z  является полюсом второго 

порядка функции 
3

sin
)(

z

z
zf  .  

Решение. 
Для получения разложения )(zf  в ряд Лорана воспользуемся 

разложением zsin  в ряд Тейлора. Тогда  

...
!5!3

11
...

!5!3sin
)(

2

23

53

3





z

zz

zz
z

z

z
zf . 

Главная часть разложения есть 
2

1

z
, следовательно, 0z  для  

)(zf  является полюсом второго порядка. 
 

Пример 10. Показать, что 0z  устранимой особой точкой 

функции  
2

cos1
)(

z

z
zf


 .  

Решение. 
Воспользуемся разложением функции zcos  в ряд Тейлора, по-

лучим: 
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














2

642

2

642

...
!6!4!2

...
!6!4!2

11

)(
z

zzz

z

zzz

zf  

 

...
!6!4!2

1 42


zz

. 

 

Так как главная часть в разложении отсутствует, то 0z  – уст-
ранимая особая точка. 

 

Пример 11. Определить характер особой точки 1z  функции  

1

1

)1()(  zezzf .  

Решение. 

Используем разложение ...
!3!2

1
32


uu

ueu  и, полагая 

1

1




z
u , получим лорановское разложение функции )(zf  в окрестно-

сти 10 z  


















 ...

)1(!3

1

)1(!2

1

1

1
1)1()(

32 zzz
zzf  

 

...
)1(!3

1

)1(!2

1
)1(1

2








zz
z . 

 

Это разложение содержит бесконечное множество членов с от-
рицательными степенями )1( z . Следовательно, точка 10 z  – суще-
ственно особая точка функции )(zf . 

 

Пример 12. Определить характер особой точки 00 z  функции  

7

cos1
)(

z

z
zf


 .  

Решение. 
Разлагаем функцию zcos  в ряд Тейлора по степеням z , получа-

ем лорановское разложение функции )(zf  в окрестности нуля. 
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...
!10!8!6

1

!4

1

!2

1
...

!8!6!4!2

1
)(

3

35

8642

7











zz

zzz

zzzz

z
zf . 

 

Разложение в окрестности точки 00 z  содержит конечное чис-
ло членов с отрицательными степенями z . Следовательно, точка 

00 z  является полюсом пятого порядка, т.к. наибольший показатель 

степени z , содержащийся в знаменателе членов главной части ряда 
Лорана равен пяти. 

 

§ 1.15. Теория вычетов 
 

а) Основная теорема о вычетах. 

Если точка az   является правильной точкой или изолирован-

ной особой точкой аналитической функции )(zf , то можно выбрать 

простой контур С, однократно обходящий точку а в положительном 

направлении так, чтобы на контуре С и всюду внутри этого контура 

функция )(zf  была аналитической. Величину 
C

dzzf
i

)(
2

1


 будем на-

зывать вычетом функции )(zf  относительно точки а и писать 

  
C

dzzf
i

azf )(
2

1
),(Res


. 

Из теоремы Коши для составного контура следует, что вычет 
данной функции относительно заданной точки не зависит от формы и 

размеров контура С. 

Если точка а является изолированной особой точкой функции 

)(zf , то коэффициент при 1c  первого члена главной части разложе-
ния этой функции в ряд Лорана в окрестности точки а равен 


C

dzzf
i

)(
2

1


, и, следовательно, вычет функции )(zf  относительно 

точки а совпадает с коэффициентом 1c  разложения этой функции в 

ряд Лорана в окрестности точки а    1),(Res  cazf . 

Если а является правильной точкой функции )(zf , то все коэф-

фициенты главной части разложения в окрестности этой точки равны 

нулю, и, следовательно, вычет функции относительно правильной 

точки равен нулю. 
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Если а – полюс или существенно особая точка функции )(zf , то 

вычет относительно нее может быть отличен от нуля, но может ока-
заться и равным нулю. 

Пусть 0C  – простой замкнутый контур, на котором функция 

)(zf  аналитична. Допустим, что 

внутри контура 0C  функция )(zf  

аналитична всюду, за исключением 

n  изолированных особых точек 

naaa ,...,, 21 . Окружим эти точки ле-
жащими внутри контура 0C  окруж-

ностями nCCC ,...,, 21  столь малых 

радиусов, чтобы внутри каждой из 
этих окружностей находилось лишь 
по одной особой точке функции 

)(zf  и чтобы никакие две из этих 

окружностей не имели общих то-

чек. Тогда в силу теоремы Коши для составного контура имеем: 
 

 
nCCCC

dzzf
i

dzzf
i

dzzf
i

dzzf
i

)(
2

1
...)(

2

1
)(

2

1
)(

2

1

210


 

(обход совершается против часовой стрелки). 

Следовательно, величина 
0

)(
2

1

C

dzzf
i

 равна сумме вычетов 

функции )(zf  относительно всех особых точек этой функции, нахо-

дящихся внутри контура 0C  (основная теорема о вычетах). 

 



n

k
k

C

azfdzzf
i 1

),(Res)(
2

1

0


. 

Вычетом функции относительно бесконечно удаленной точки 

считаем величину 
C

dzzf
i

)(
2

1


, где С – окружность с центром в нача-

ле координат столь большого радиуса, что вне этой окрестности нет 
особых точек функции )(zf , отличных от бесконечно удаленной осо-

бой точки, направление обхода контура необходимо установить по 

часовой стрелке. Отсюда следует, что если 1c  является коэффициен-

том при z1  в разложении функции )(zf  в ряд Лорана в окрестности 

бесконечно удаленной точки, то   1),(Res  czf . 

2C  

1C  

na  

0C

2a  

nC

1a  

Рис. 10. 
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Если бесконечно удаленная точка функции )(zf  правильная, то 

вычет относительно нее не обязательно равен нулю. Например, для 

функции 
z

zf
3

2)(   точка z  является правильной, если считать, 

что 2)( f , то 31 c , и, следовательно,   3),(Res zf . 

Из сопоставления определения вычета относительно бесконечно 

удаленной точки с основной теоремой о вычетах следует, что, если 

функция имеет конечное число особых точек, то вычет относительно 

бесконечно удаленной точки равен взятой с обратным знаком сумме 
вычетов относительно всех особых точек, расположенных в конечной 

части плоскости. Следовательно, сумма вычетов относительно осо-

бых точек, включая и бесконечно удаленную точку, равна нулю. 

 

б) Вычет относительно полюса. 
Если точка а является простым полюсом функции )(zf , то в ок-

рестности этой точки функция )(zf  равна 
 

az

c
zzf


 1)()(  ,      (1.72) 

 

где )(z  является суммой правильной части разложения функции 

)(zf  в ряд Лорана в окрестности точки а, является аналитической 

функцией. Из (1.72) следует: 
 

)()()()(1 zazzfazc  . 
 

Переходя к пределу при az  , получим: 
 

 

 )()(lim1 zfazc
az




 , 
 

т.к. вследствие непрерывности функции )(z  в точке a  

)()(lim az
az

 


 и   0)()(lim 


zaz
az

 . 

Итак, если а – простой полюс функции )(zf , то 

 

   )()(lim),(Res zfazazf
az




.    (1.73) 

 

Пример 1. Вычислить вычет функции 
2

2

z

z
 относительно точки 

2z . 
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Решение. 

Точка 2z  является простым полюсом функции 
2

2

z

z
. Следо-

вательно, в соответствии с формулой (1.73) имеем: 
 

4
2

)2(lim2,
2

Res
2

2

2



















  z

z
z

z

z

z
. 

 

Пример 2. Вычислить вычет функции 
zsin

1
 относительно точки 

0z . 

Решение. 

Точка 0z  является простым полюсом для функции 
zsin

1
, т.е. 

1
sin

1
lim0,

sin

1
Res

0










 z
z

z z
. 

 

Иногда для вычисления вычета относительно простого полюса 
более удобна другая формула. Предположим, что точка az   являет-
ся простым полюсом )(zf  и что функция )(zf  представлена в виде 

)(

)(
)(

2

1

zf

zf
zf  , где )(1 zf , )(2 zf  – функции, аналитические в точке а, 

причем для функции )(2 zf  точка а является нулем первого порядка, а 
0)(1 af . Тогда 

 

az

zf

af

az

zf

zf

zf

zf
azazf

az

azaz



















 )(
lim

)(

)(

)(
lim

)(

)(
)(lim),(Res

2

1

2

1

2

1 . 

Но так как 0)(2 af , то )(
)()(

lim
)(

lim 2
222 af

az

afzf

az

zf

azaz






 

. 

Следовательно: 

 
)(

)(
),(Res

2

1

af

af
azf


 . 

 

Пример 3. Вычислить  0,ctgRes z . 

Решение. 

Так как 
z

z
z

sin

cos
ctg  , а точка 0z  является нулем первого по-

рядка для функции zsin , то  
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  1
0cos

0cos
0,ctgRes z . 

 

Пример 4. Вычислить  


C

dz
z

z

4

)1(
2

, где С – окружность 3z , об-

ходимая в положительном направлении. 

Решение. 

Внутри контура С функции 
4

1
2 


z

z
 имеет особые точки iz 2 , 

являющиеся полюсами первого порядка, так как 

)2)(2(42 izizz  . Тогда 

 
i

i

z

z

z

z
izf

iziz
4

21

2

1

)4(

1
2),(Res

22

2













; 

 
i

i

z

z
izf

iz 4

21

2

1
2),(Res

2









 

и, следовательно, с помощью основной теоремы о вычетах имеем: 
 

i
i

i

i

i
idz

z

z

C

 2
4

21

4

21
2

4

)1(
2







 








 . 

 

Пример 5. Вычислить  C z

zdz
2sin21

, где С – окружность радиуса 

2 с центром в начале координат. 
Решение. 

Так как 
















 zzz sin

2

2
sin

2

2
2sin21 2 , то внутри контура 

С подынтегральная функция имеет два простых полюса в точках 

41 z  и 42 z . В соответствии с основной теоремой о вычетах 
 













 












4
,

sin21
Res

4
,

sin21
Res2

sin21 222


z

z

z

z
i

z

zdz

C

. 

 

Тогда, учитывая что zz 2sin2)sin21( 2  , имеем: 
 

8)2sin(2

4

4
,

sin21
Res

2













 z

z
; 
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8)2sin(2

4

4
,

sin21
Res

2














 
 z

z
. 

 

Следовательно,  

288
2

sin21

2

2
2

i
i

z

zdz

C

 





 

 . 

 

Если точка az   является полюсом порядка m  функции )(zf , 

то в окрестности этой точки: 

m

m

az

c

az

c

az

c
zzf

)(
...

)(
)()(

2

21








  , 

где )(z  – сумма правильной части разложения в ряд Лорана и, сле-
довательно, аналитична в точке az  . Тогда вычет определяется сле-
дующей формулой: 

   )()(lim
)!1(

1
),(Res

1

1

1 zfaz
dz

d

m
azfc m

m

m

az



 




 . 

 

Пример 6. Определить вычет функции 
32 )1(

1

z
 относительно 

точки iz  . 

Решение. 
Точка iz   является полюсом третьего порядка данной функ-

ции, так как 
3332 )()(

1

)1(

1

izizz 



, то вычет равен: 

 





















  33

3

2

2

32 )()(

1
)(lim

!2

1
,

)1(

1
Res

iziz
iz

dz

d
i

z iz
 

 

    i
i

iziz
dz

d

iziz 16

3

)2(

6
))(4)(3(lim

2

1
)(lim

!2

1
5

53

2

2

 






. 

 

в) Логарифмические вычеты 

Если точка а является полюсом порядка m  функции )(zf , то 

функция )(zf , представима в виде 
maz

z
zf

)(

)(
)(





, где )(z  аналити-

ческая функция и отлична от нуля в точке а. 
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Отсюда: 
 

   
az

m

z

z
azmzzf

zf

zf








)(

)(
)Ln()(Ln)(Ln

)(

)(


 . 

 

Функция 
)(

)(

z

z




  является аналитической в точке а, следователь-

но, главная часть разложения функции 
)(

)(

zf

zf 
 в ряд Лорана в окрест-

ности точки а состоит из одного члена 
az

m


 , поэтому 

 

ma
zf

zf








 
,

)(

)(
Res .     (1.74) 

 

Если точка а является нулем порядка m  функции )(zf , то эта 

же точка является полюсом порядка m  функции 
)(

1
)(

zf
zF  . 

Так как )(Ln)(Ln zFzf  , то 
 

   
)(

)(
)(Ln)(Ln

)(

)(

zF

zF
zFzf

zf

zf 



.        (1.75) 

 

Для функции )(zF  точка а – полюс порядка m , тогда 
 

ma
zF

zF








 
,

)(

)(
Res , 

 

отсюда на основании (1.75) имеем:  ma
zf

zf








 
,

)(

)(
Res , т.е. вычет ло-

гарифмической производной функции )(zf  относительно точки, яв-

ляющейся нулем функции )(zf  равен порядку нуля, а относительно 

точки являющейся полюсом функции )(zf  – порядку этого полюса с 
обратным знаком. 

Предположим, что функция )(zf  аналитична и отлична от нуля 

во всех точках некоторого контура С, а внутри этого контура имеет 
конечное число особых точек naaa ,...,, 21 , причем все они являются 

полюсами. Обозначим через n ,...,, 21  нули функции )(zf , распо-
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ложенные внутри контура С. При этих условиях особыми точками 

функции 
)(

)(

zf

zf 
, расположенными внутри контура С, будут только 

точки naaa ,...,, 21 , n ,...,, 21  и, в соответствии с основной теоремой 

о вычетах: 
 











 








 


 n

i
i

n

i
i

C
zf

zf
a

zf

zf
dz

zf

zf

i 11

,
)(

)(
Res,

)(

)(
Res

)(

)(

2

1 


.   (1.76) 

 

Величину, стоящую в левой части равенства (1.76), называют 
логарифмическим вычетом функции )(zf  относительно контура С. 

Если каждый нуль считать столько раз, каков его порядок, то 

сумма: Na
zf

zfn

q
q 






 

1

,
)(

)(
Res  равна числу нулей функции )(zf . 

Аналогично, P
zf

zfn

i
i 






 

1

,
)(

)(
Res   равна числу полюсов функ-

ции )(zf . 

Тогда равенство (1.76) можно записать в виде: 
 

PNdz
zf

zf

i
C





)(

)(

2

1


. 

 

Таким образом, приходим к теореме о логарифмическом вычете: 
при указанных выше условиях логарифмический вычет функции от-
носительно замкнутого контура равен разности между количеством 

нулей и количеством полюсов функции, расположенных внутри дан-

ного контура. 
 

§ 1.16. Вычисление несобственного интеграла с помощью вычетов 
 

Предположим, что бесконечно удаленная точка является нулем 

второго или более высокого порядка функции )(zf , и следовательно, 

разложение этой функции в ряд Лорана в окрестности точки z  

имеет вид: 
 

...)(
3

3

2

2  

z

c

z

c
zf .     (1.77) 
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Допустим также, что 

)(zf  является аналитической 

функцией на действительной 

оси, а в верхней полуплоско-

сти 0Im z  имеет лишь 
конечное число особых точек 

naaa ,...,, 21 . Тогда все лежа-
щие в верхней полуплоско-

сти особые точки функции 

)(zf  можно заключить 

внутрь расположенного в 

верхней полуплоскости полукруга достаточно большого радиуса R  с 
центром в начале координат. В соответствии с основной теоремой о 

вычетах интеграл 
C

dzzf )(  взятый на границе С этого полукруга, бу-

дет равен i2 , умноженному на сумму вычетов функции )(zf  отно-

сительно всех ее особых точек, расположенных в верхней 

полуплоскости, причем при дальнейшем увлечении R  этот интеграл 

изменяться не будет, так как никакие новые особые точки при этом 

внутрь полукруга не попадут. 
Пусть RC  – полуокружность, входящая в состав границы С ука-

занного полукруга, тогда 





R

RCC

dzzfdzzfdzzf

R

)()()( , 

но на основании (1.77) имеем )(
1

)(
2

z
z

zf  , где ...)( 3
2  


z

c
cz . 

Для функции )(z  бесконечно удаленная точка является правильной, 

причем 2)(lim 


 cz
z

 , следовательно, функция )(z  ограничена в ок-

рестности бесконечно удаленной точки, т.е. во всех точках полуок-

ружности RC  Mz )( , где М – некоторое положительное число. 

Следовательно, 0)(lim 
RC

R
dzzf . А так как 






 dxxfdxxf
R

R
R

)()(lim , 

то, если функция )(zf  удовлетворяет указанным свойствам, то инте-

грал 




dxxf )(  равен произведению числа i2  на сумму вычетов функ-

Рис. 11. 

xRR  

1a  
2a  

na

RC  

... 
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ции )(zf  относительно всех ее особых точек, расположенных в верх-

ней полуплоскости. 

 

Пример 1. Вычислить 


  22 )1(x

dx
. 

Решение. 

Функция 
22 )1(

1

z
 имеет в бесконечности нуль четвертого по-

рядка, особыми точками функции являются полюсы второго порядка 
в точках iz  , из них только первый находится в верхней полуплос-
кости: 

































  222

2

22 )(

1
lim

)1(

)(
lim,

)1(

1
Res

izdz

d

z

iz

dz

d
i

z iziz
 

 

i
iiziz 4

1

8

2

)(

2
lim

33








. 

 

Следовательно, 
24

1
2

)1( 22

 












ii
x

dx
. 

Интеграл 




dxxf )(  может быть вычислен с помощью леммы 

Жордана: пусть RC  – лежащая в верхней полуплоскости дуга окруж-

ности радиуса R  с центром в фиксированной точке 0z , а функция 

)(zf  имеет вид: )()( zFezf itz , причем 0t . Если функция 

)(zF аналитическая на действительной оси, а в верхней полуплоско-

сти имеет лишь конечное число особых точек и 0)(lim 


zF
z

, то 

0)(lim 
RC

R
dzzf . 

Очевидно, если naaa ,...,, 21  – особые точки функции )(zf , ле-
жащие в верхней полуплоскости, то при достаточно большом R  
 

 



n

k
k

x

xC

azfidxxfdzzf

R
1

),(Res2)()(
2

1

 . 
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Очевидно также, что при R  имеем 1x , 2x , и по 

лемме Жордана получим, переходя к пределу при R . 

 







n

k
kazfidxxf

1

),(Res2)(  . 

 

Пример 2. Вычислить 


 
dx

xx

xx

102

cos
2

. 

 

Решение. 

Функция 
102

)(
2 


zz

ze
zf

iz

 удовлетворяет условиям леммы 

Жордана. Здесь 1t  и 
102

)(
2 


zz

z
zF . Особыми точками функции 

)(zf  являются полюсы первого порядка iz 31  и iz 31 . В верх-

ней полуплоскости имеется единственная особая точка iz 31 . 

Найдем относительно этой точки вычет функции )(zf : 
 

  i

iz

iz

e
i

i

zz

ze
izf 







 3

31

2 6

31

)102(
31),(Res . 

 

Следовательно, 
 











 )1sin1)(cos31(

36

31
2

102

33

2
iiee

i

i
idx

xx

xe i
ix   

 

)1sin1cos3(
3

)1sin31(cos
3

33   e
i

e


. 

 

Сравнивая в обеих частях этого равенства действительные и 

мнимые части и учитывая, что  
 












 





 102

sin

102

cos

102 222 xx

xx
i

xx

xdxx
dx

xx

xeix

, 

 

получим 

)1sin31(cos
3102

cos 3

2








 edx

xx

xx 
, 
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)1sin1cos3(
3102

sin 3

2








 edx

xx

xx 
. 

Пример 3. Вычислить 


0
2 4

sin
dx

x

xx
. 

Решение. 

Рассмотрим функцию 
4

)(
2 


z

ze
zf

iz

, она удовлетворяет всем ус-

ловиям леммы Жордана. 
Особыми точками )(zf  будут два простых полюса iz 21  , 

iz 22  , причем в верхней полуплоскости лежит первый из них.  
 

 
2

1

1
1

2

1

2)2)(2(

)2(
)(Res

1

1
ez

ez

iziz

izze
zf

iz

zz

iz









. 

 

Тогда имеем 
222 2

1
2

4 e

i

e
idx

x

xeix  






. 

 

Отделяя мнимую часть, находим 
 

222
0

2 2

1

4
Im

2

1

4

sin

2

1

4

sin

e
dx

x

xe
dx

x

xx
dx

x

xx
I

ix 









 











. 

 

Пример 4. Вычислить  


2

0
2)cos( xba

dx
I   ( 0 ba ). 

Решение. 
Применяем подстановку zeix  , получим после преобразований: 








n

k
k

C

zFi
ibazbz

zdz

i
I

1
22

)(res2
4

)2(

4  . 

Внутри единичного круга при условии, что 0 ba , находится 

только один полюс (двукратный) 

b

baa
z

22

1


 . 

Вычет 
22 )2(

)(
bazbz

z
zF


  относительно этого полюса равен 
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2322

2
2

2
1

2

2
1 )(

4)()(

)(
lim)(Res

1

ba
a

zzzzb

zzz

dz

d
zF

zz
















; 

 

Тогда 

2322

2

0
2 )(

2

)cos( ba

a

xba

dx







. 
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ГЛАВА 2 
 

                            ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

 

§ 2.1. Преобразование Лапласа 

 

          Определение оригинала. Оригиналом называется функция 

)(tf  действительного переменного t , удовлетворяющая следующим 

условиям : 

          1. Функция )(tf  непрерывна за исключением конечного числа 
точек разрыва первого рода. Кроме того для каждого значения  t , при 

котором функция непрерывна , существуют положительные числа 
,M  и   такие, что  

 


hAtfhtf  )()(        (1.1) 

для всех .h  

          2. 0)( tf   для всех .0t  

Рассмотрим следующую задачу: 

дана функция )(xf , требуется найти такую функцию )(xF , производ-

ная которой равна )(xf , т.е.  
)()( xfxF  . 

3. Существуют такие постоянные M и s , что для всех t  
 

.)( stMetf       (1.2) 
 

Число s  называется показателем роста функции ).(tf  Простейшим 

оригиналом является единичная функция 

                          

                               1)( t  при 0t  и  0)( t  при .0t  

Если функция  )(tg не удовлетворяет условию 2 , но удовлетворяет 
условиям 1 и 3, то функция )()()( tgttf   будет оригиналом.В  даль-
нейшем будем опускать множитель )(t  и считать , что все функции 

равны 0 для отрицательных .t  

 

Определение изображения. Изображением функции )(tf  на-
зывается функция комплексного переменного iyxp  , задаваемую 

выражением  
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



0

)()( dtetfpF pt .         (1.3) 

Интегральное преобразование (1.3) называется преобразованием  

Лапласа. Очевидно, что интеграл существует не при всех значениях 

комплексной переменной .p  То, что функция )(tf  имеет своим изо-

бражением функцию )( pF  будем записывать символом 

                               )()( pFtf  . 

          Теорема существования оригинала. Для всякого оригинала 
)(tf  в полуплоскости sp Re , где s - показатель роста функции )(tf , 

существует изображение ).( pF  Причем  )( pF  является аналитиче-
ской функцией в этой полуплоскости. 

 

Доказательство: 

Оценим интеграл (1.3) по модулю. Согласно (1.2) при sxp Re  

 

.)(
0

)(

0 sx

M
dtMedtetf tsxpt


 





       (1.4) 

 Оценим также интеграл, который получается из интеграла (1.3) диф-

ференцированием по параметру p . Имеем 

 

.
)(

)(
2

0

)(

0 sx

M
dtMtedttetf tsxpt


 





       (1.5) 

 
  

         Из (15) следует, что функция )( pF  в поуплоскости  

sp Re дифференцируема, а следовательно является аналитической 

функцией . 

Из теоремы следует , что изображение )( pF  определено лишь в по-

луплоскости .Re sp   

Из (1.4) следует , что 

        

.0)(lim 


pF
x

                (1.6) 

Если функция )( pF является аналитической в бесконечно удаленной 

точке, то 0)( pF  при p по любому пути. 

         Рассмотрим несколько примеров. 

         Пусть .)( atf   Найдем изображение этой функции 
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Имеем 

                          .0Re,
0




 p
p

a
dtae pt  

Отсюда  
p

a
a   

Найдем изображение функции tetf )(  

                            .ReRe,
1

0




 





 p
p

dtee ptt  

Откуда   







p
e t 1

. 

Найдем еще изображение функции nttf )( , где n -натуральное чис-
ло. Интегрируя  n  раз по частям , получим 

 

                     0Re,
!

...
1

1
0

1

0

 





  p

p

n
dtent

p
dtet

n

ptnptn  

Следовательно  
1

!


n

n

p

n
t . 

 

§2.2. Свойства преобразования   Лапласа 

 

          Свойство линейности.  Если )()( 11 pFtf   при 1Re sp   и 

)()( 22 pFtf   при 2Re sp   , то 

 

                           ).()()()( 22112211 pFCpFCtfCtfC   

 

         Теорема смещения. Дадим переменной p  приращение  . То-

гда преобразование Лапласа примет вид 

 

                   

                       .)()()(
00

)( 





  dteetfdtetfpF ptttp   

 

Откуда 
 )()(   pFetf t .     (1.7) 
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          Теорема запаздывания. Пусть функция 0)( tf  при t  

И 0)( tf  при t . Такую функцию будем называть запаздывающей 

и обозначать )(tf . Найдем ее изображение 
 

).()()()(
0

pFedueeufdtetftf ppuppt 


  





        (1.8) 

 

         Теорема подобия. В формуле (1.3) сделаем замену tt   

Получим 

                            .)(
1

)()(
00

dueufutdtetftf

pu

pt 









   

Откуда 

 .
1

)( 








 p
Ftf       (1.9) 

 

          Дифференцирование оригинала. Пусть производная функции 

)(tf  является оригиналом. Найдем изображение производной. При-

меняя формулу интегрирования по частям, получим 

  

                    

  


 ptptpt pedutfveudttfdvdtetftf ),(,,)`()`()`(
0

 

 

     ).0()()()(
0

0
fppFdtetfpetf ptpt  


      

Окончательно получим 

 

).0()()`( fppFtf              (1.10) 

      Если )()( tf n  является оригиналом , то ее изображение дается вы-

ражением 

 

   )0(...)0()0()()( 1)2()1()( fpfpfpFptf nnnnn     . (1.11)   

 

Для изображения второй производной имеет место формула 
)0`()0()()``( 2 fpfpFptf   .         (1.12)  
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         Дифференцирование изображения      

                                              
          Дифференцирование изображения сводится к умножению оригинала 
на t  

)`()( pFttf   .      (1.13) 

Действительно, так как функция  )( pF  является аналитической, то ее 
можно дифференцировать по p   

                   



0

)()`( dtttfpF  , 

что эквивалентно формуле  (1.13). 

И вообще 
).()1()( )( pFtft nnn           (1.14) 

 

          Интегрирование оригинала 

          Интегрирование оригинала сводится к делению изображения на p  

 

 
t

p

pF
df

0

)(
)(  .              (1.15) 

           Так как функция   dftg )()(  является оригиналом , то имеем 

                              ).()`()( ppGtgtf   

Следовательно , )()( ppGpF   . откуда  
p

pF
pG

)(
)(   . 

          Интегрирование изображения 

          Если интеграл 


p

dqqF )(  сходится , то  





p

dqqF
t

tf
)(

)(
.      (1.16) 

           Пример. Найдем изображение функции  
t

tsin
. 

Так как  
1

1
sin

2 


p
t  , то    arcctgpdq

qt

t

p




 


1

1sin
2

. 

 

          Изображение свертки 

          Сверткой двух функций  )(tf  и )(tg  называется выражение 
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                            
t

dtgftgtf
0

.)()()()(   

Найдем изображение свертки 

                           



t

pt dtgfdtdtetgtf
00

.)()()()(   

Изменяя в двойном интеграле порядок интегрирования, получим 

   









00

)()()()()()( dueugdefdttgedtdftgtf puppt
 

)()( pGpF                                               (1.17) 

          Часто используют интеграл Дюамеля 

 
t

dtgftgfpGppF
0

)()`()()0()()(  .         (1.18) 

 

 

                            Таблица изображений 

     

               Оригинал                 Изображение 
                       

nt                        
1

!
np

n
    

                       
te                        

p

1
 

                       tsin  
                       

22 

p

 

                        tcos  
                          

22 p

p
 

                         tsh  
                            

22 

p

 

                          tch  
                         

22 p

p
     

                          
t

ee atbt 
                          

bp

ap




ln  

                           
t

e at





                                  
ap 

1
 

                            t

a

e
t

4

2

1 


                            

p

e
pa
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                     §2.3.  Нахождение оригинала по изображению 

 

              Первая теорема разложения.  Если функция )( pF  является ана-
литической  в бесконечно удаленной точке и ее разложение в ряд Лорана в 

ее окрестности  Rp   имеет вид 

 







1

)(
n

n

n

p

c
pF  ,        (1.19) 

то ее оригиналом является функция  

 

1

1 )!1(
)( 







  n

n

n t
n

c
tf  .          (1.20) 

 

                                             Доказательство 

    Рассмотрим функцию  )./1()( qFqG   Эта функция является является 

аналитической в круге  
R

q
1

  и ее разложение в ряд Тейлора имеет вид 







1

)(
n

n
nqcqG . Согласно неравенствам Коши  коэффициенты  nc  удовле-

творяют неравенствам   
n

n MRc  . С учетом этих неравенств имеем 

 

                 
tR

n

M
n

tR
MRtf Re

!

)(
)(

0

 


 

          Из последнего неравенства следует, что ряд (1.20) сходится и функ-

ция )(tf  является оригиналом. Умножая  (1.20) на pte  и почленно  интег-
рируя, получим (1.19) . что и требовалось доказать. 

            Пример. Найдем оригинал функции  
p

e
pF

p

1

)(



 . Раскладывая ее 

в ряд Лорана , имеем 

                                       
1

1

1

!

)1(
)( 







  n

n

n

pn
pF  . 

Ее оригинал согласно (1.20) равен 

 

                                   )2(
)!(

)1(
)( 0

1
2

tJ
n

tf
n

n




 



 , 
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где  )(0 xJ - функция Бесселя нулевого порядка. 
 

          Вторая теорема разложения. Если функция  
)(

)(
)(

p

p
pF




  пред-

ставляет собой правильную рациональную дробь ,  то ее оригиналом явля-

ется функция 

)(tf  
tpjn

m

k

n

j k

kj kk
k

et
jn

A








1 )!(
 ,         (1.21) 

где 

k

k

pp

n
k

j

j

kj
p

ppp

dp

d

j
A

















 





)(

)()(

)!1(

1
1

1




    (1.22) 

kp нули многочлена )( p ,  kn - кратности этих корней, m - число нулей. 

                                        Доказательство 

 

        Пусть разложение многочлена )( p  на множители имеет вид 

 
mn

m
nn

ppppppp )()()()( 21
21  ,      (1.23) 

где     nnnn m  ...21 . 

Разложим правильную рациональную дробь  
)(

)(
)(

p

p
pF




  на сумму про-

стейших дробей 


 




m

k

n

j
jn

k

kj
k

kpp

A

p

p
pF

1 1
1

)()(

)(
)(




 .     (1.24) 

Найдем коэффициенты  kjA . Для этого умножим  (1.24) на kn
kpp )(  , про 

дифференцируем  1j  раз и положим  kpp  .  В результате получим 

                                      

                     

k

k

pp

n
k

j

j

kj
p

ppp

dp

d

j
A

















 





)(

)()(

)!1(

1
1

1




. 

 

       Так как    
)!()(

1
1 jn

et

pp k

tpjn

jn
k

kk

k 







  , то оригинал функции )( pF  на 

ходится по формуле (1.21).  

      Если воспользоваться формулой вычета в полюсе , то выражение (1.21) 

можно записать в виде 
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 



m

k
pp

pt

k
epFstf

1

)(Re)( .           (1.25) 

       Пример.  Найти оригинал функции  
)1(

1
)(

2 


Pp
pF . 

Разложим нашу функцию на сумму простейших дробей 

 

                   
1)1(

1
)(

22 





p

C

p

B

p

A

Pp
pF . 

Приравнивая числители слева и справа , получим 

 

                         
2)1()1(1 CppBpAp   

Полагая 0p  находим   1B . 

Полагая  1p  находим    1C  . 

И наконец полагая  1p  находим  1A .  

Имеем 

                      
1

111
)(

2 





ppp
pF . 

По таблице находим оригинал 

                             
tettf  1)(    

        Пример.  Найти оригинал функции 
)1(

1
)(

2 


pp
pF   используя вы-

четы. 

Функция имеет два полюса : 0p    - полюс 2-его порядка , 1p    - по-

люс первого порядка 
 

             1
1

lim)(Re
0

0 










 t

p

e

dp

d
epFs

pt

p
p

pt
      

            

         

             t
pt

p
p

pt e
p

e
epFs 

 









21
1 lim)(Re  

Складывая вычеты по формуле  (1.25) находим 

 

                            
tettf  1)( . 
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                       Формула Меллина 

 

        Теорема. Если функция )( pF  , аналитическая в полуплоскости  

pRe  , удовлетворяет условиям :  

1)  0)( pF  при  p  равномерно относительно 





2
,

2
arg


p  

2)  для всех     

                                    MdyiyxF
i

i









)(  

          

то  )( pF  является изображением оригинала , который находится по фор-

муле Меллина 







i

i

pt dppFe
i

tf



)(

2

1
)(  .       (1.26) 

 

§2.4. Решение линейных дифференциальных уравнений и систем 

уравнений с постоянными коэффициентами 

 

         Рассмотрим линеное неоднородное ДУ второго порядка с постоян-

ными коэффициентами 

                           )()()(')('' tftbxtaxtx   , 

удовлетворяющее начальным условиям 

                             
'
0, )0(')0( xxxx o  . 

Применим к обеим частям преобразование Лапласа 
 

).()(

),()('',)()(',)()( 2
0

'
00

pFtf

pXppxxtxppXxtxpXtx




 

 

В результате получим 

          

                     
bapp

axpxxpF
pX





2

00
'
0)(

)(  

Далее находя оригинал для  )( pX  , получаем решение уравнения  ).(tx  

 

         Пример.  Найти решение уравнения  1)(2)('3)(''  txtxtx  , 

удовлетворяющее начальным условиям : 0)0(',1)0(  xx . 
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Пусть )()( pXtx  , тогда 

p
pXpptxppXtx

1
1,)()('',1)()(' 2   . Откуда 

                  
)2)(1(

1

23

1/1
)(

2

2 







ppp

pp

pp

pp
pX  

Разложим дробь на сумму простейших дробей 

 

                 
21)2)(1(

12










p

C

p

B

p

A

ppp

pp
 

Приравнивая числители, получим 

 

                )1()2()2)(1(12  pCppBpppApp  

Полагая последовательно  2,1,0p  находим  

2

7
,3,

2

1
 CBA . 

             
)2(2

7

1

3

2

1
)(







ppp
pX  . 

По таблице находим оригинал 

                               
tt eetx 2

2

7
3

2

1
)(   . 

         Аналогично решаются системы дифференциальных уравнений. 

 

§2.5.  Расчет линейных электрических цепей 

 

         Рассмотрим  электрическую, которую последовательно включены ре-
зистор, конденсатор и катушка индуктивности. Ток и напряжение на кан-

цах элементов цепи связаны соотношениями 

 









  0

0

)(
1

,
)(

)(),()( qdi
C

u
dt

tdi
LtutRitu

t

CLR   , 

где  0q  - начальный заряд на обкладках конденсатора. 
Согласно второму закону Киргофа 
  

             )()()()( tutututu CLR   , 

где  )(tu - напряжение , подаваемое на концах цепи. 

Обозначим  )()(),()( pUtupIti  , тогда 
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             )()()()( pUpUpUpU CLR  . 

Где  
                

 00 )(
1

)(),)(()(),()( qpI
Cp

pUippILpUpRIpU CLR   

Если 000  qi , то 

                                 )()( pZIpU  , 

Z  операторое сопротивление ( импеданц ) 

                        CLR ZZZZ   

 

                         
Cp

ZLpZRZ CLR

1
,,   . 

При последовательном соединении двух элементов с импеданцами 

1Z  и 2Z  :   21 ZZZ     а при параллельном :  
21

111

ZZZ
 . 

    Если начальный ток и заряд не равны нулю , то 

 

                             
Cp

q
LipZIpU 0

0)()(    . 

          Рассмотрим цепь, состоящую из последовательно соединенных ак-

тивного сопротивления R   и индуктивности  L . На концах цепи подается 

напряжение ,sin)( 0 tutu   0)0( i . Найти ток , текущий в цепи 

         В нашем случае 
 

                  .,)(
22

0 LpRZ
p

u
pU 







 

Следовательно 

                                 
))((

)(
22

0

LpRp

u
pI







 

Оригинал найдем ,используя вычеты 

 

            
)(2)(2

)(Re 00

iRL

eu
e

iLRLi

u
epIs

ti
ti

ip
pt







 
 


  

 

 

           
)(2)(2

)(Re 00

iRL

eu
e

iLRi

u
epIs

ti
ti

ip
pt











 

 


  
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        
)(

)(Re
222

0

2

2

2

0







LR

eLu

L

R
L

eu
epIs

L

Rt

L

Rt

L

R
p

pt





















  

          Складывая вычеты, получим 

 

          

















tt

L

R
e

LR

Lu
ti L

Rt





cossin)(

222

0  

 

 

          ,)sin(
222

222

0





























t
L

LR
e

LR

Lu
L

Rt

 

где 
L

R
tg


   . 

          При t  в ципи установится ток 

 

                           )sin()(
222

0 





 t
LR

u
ti  . 
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